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Grundlagenfragen, Philosophie, Logik. 


Hetper, Wiadyslaw: Le röle des schemas ind&pendants dans le systöme de la semanti- 
que &lömentaire. Arch. Towarz. nauk. Lwow. 9, 253—263 u. franz. Zusammen- 
fassung 263—264 (1938) [Polnisch]. 

Developpement de la seconde moitie du chap. I du memoire de Chwistek et 
Hetper, New foundation of formal metamathematics (v. ce Zbl. 18, 337): il s’agit 
de la notion du sch&ma (pattern). On dit que deux sch&mas sont disjoints, s’ils ne 
possedent aucune valeur constante (substitution) commune; les schömas 8’ et 8” 
sont dits independants, si S’ est; disjoint de chaque schema contenu dans 8’ et in- 
versement (& l’exception, bien entendu, des schemas ne contenant qu’une seule lettre). 
Or, pour qu’un schema fondamental S’ de rang M et un sch&ma fondamental 8’ de 
rang N soient disjoints, il faut et il suffit que M soit different de N; pour que ces 
schemas soient independants, il faut et il suffit qu’aucune d’expressions M et N ne 
soit contenue dans l’autre. 4A. Lindenbaum (Warszawa). 

Hetper, Wiadysiaw: Relations ancestrales dans le systäme de la sömantique. 
Arch. Towarz. nauk. Lwow 9, 265—280 u. franz. Zusammenfassung 281 (1938) [Pol- 
nisch]. 

Puisqu’il existe dans la semantique de M. Chwistek une methode permettant 
de construire des „classes“ finies d’expressions comme certaines expressions m&mes, 
il est possible (v. Gödel, ce Zbl. 2, 1 et Hetper, ce Zbl. 16, 193) de definir, d’une 
facon elementaire et sans l’aide de recurrence, toutes les relations ancestrales. 

A. Lindenbaum (Warszawa). 

Chwistek, Leon: Remarques eritiques econcernant la notion de la variable dans le 
systeme de la semantique rationnelle. Arch. Towarz. nauk. Lwow. 9, 283—333 u. 
franz. Zusammenfassung 333—334 (1938) [Polnisch]. 

Ce m&moire peut &tre considere comme l’introduction ä l’etude de la semantique 
rationnelle (v. ce Zbl. 18, 337) et comme une reponse & certaines voix critiques qui 
se sont laissees entendre. L’auteur dont la tendance est „anti-id&aliste‘“ et nominaliste 
(m&me formaliste en quelque sorte) discute entre autres les questions suivantes: 1° peut- 
on nommer un signe d’un objet par ce signe lui-m&me ? 2° peut-on construire toutes 
les regles du systeme de fagon qu’elles ne contiennent point des variables ? 3° P’existence 
des expressions arbitrairement longues est-elle compatible avec le constructivisme 
radıcal? L’auteur resout toutes ces questions par positive. Enfin, ayant critique le 
point de vue de Hilbert concernant la possibilit® de demontrer la non-contradiction 
du systeme idealiste, M. Chwistek donne une esquisse de reconstruction des th&oremes 
connus de M. Gödel dans le systeme qu’il preconise. A. Lindenbaum. 

Couffignal, Louis: Solution generale, par des moyens mecaniques, des probl&mes 
fondamentaux de la logique deduetive. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 1529—1531 (1938). 

Dans une note pröcedente (v. ce Zbl. 18, 338) M. Couffignal s’occupait de la 
question de la m&canisation du calcul des propositions. Dans la presente note (mal- 
heureusement presque incompr&hensible) il s’agit du probleme fondamental de de- 
monstration qui consiste & reconnaitre, si une proposition donnse est demontrable 
dans une theorie deductive donnee. L’auteur annonce que, outre les raisonnements 
usuels bas6s sur le principe de substitution etsurle modus ponens, la construction (?) 
d’une theorie „exige l’emploi d’un raisonnement par l’absurde et la decouverte in- 
tuitive de l’®nonce d’au moins un th&or&me“; d’autre part, — l’auteur affırme que 
toutes les operations necessaires & la solution peuvent £tre effectu&es mecaniquement. 

A. Lindenbaum (Warszawa). 
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Couffignal, Louis: Les op&rations des math&matiques pures sont toutes des fonetions- 
möcaniques. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 20—22 (1938). 

L’auteur compare son &nonc& du probleme de d&monstration (v. le compte-rendu 
precedent) avec celui du „probleme fondamental“ connu de Herbrand [C. R. Acad. 
Sci., Paris 189, 554 (1929)] et il en tire la conclusion que la construction (?) des theories 
mathömatiques pures peut s’effectuer completement par des moyens mecaniques. 

4A. Lindenbaum (Warszawa). 

Schnell, Karl: Eine Topologie der Zeit in logistischer Darstellung. Münster i. W.: 
Diss. 1938. 104 8. 

Ein Ereignis von bestimmter Beschaffenheiv und hinreichend kleiner Dauer nennt 
Verf. ein Punktereignis. Sind für alle Punktereignisse eine (reflexive und symmetrische) 
Gleichzeitigkeitsrelation und eine (irreflexive, asymmetrische, transitive) Früher-als- 
Relation erklärt, so liegt eine Zeitordnung (nach Verf. eine Topologie der Zeit) vor. 
Eine solche Theorie läßt sich derart aufbauen, daß die Reflexivität und Symmetrie 
der Gleichzeitigkeit und die ausschließliche Gültigkeit je einer der drei Beziehungen: 
Ereignis x gleichzeitig mit Ereignis y — x früher als y — yfrüher als z als beweisbare 
Sätze erscheinen. Dies geschieht durch Reduktion der beiden erwähnten Relationen 
auf die „‚Ursache-Wirkung“- Relation sowie den Begriff der Signal- oder Kausalkette. — 
Die Ursache-Wirkung-Relation wird aus drei Relationen aufgebaut: 1. aus dem 
T-Signal (physikalisch als Entropiekorrelator irreversibler Prozesse deutbar, die sich 
an einem Ort abspielen); 2. aus dem direkten $-Signal (z. B. Schallsignale, Geschoß- 
signale usw.); 3. aus dem direkten ZL-Signal (Lichtsignale ohne Zwischenreflexion, 
Polarisation usw.). — Für eine T-Verkettung zweier Ereignisse ist die Überführbarkeit 
eines Ereignisses in ein anderes durch einen „nichtquasistatischen“ adiabatischen 
Prozeß hinreichend. Die Unterscheidung von S- und L-Signalen entspricht der Sonder- 
rolle der Lichtgeschwindigkeit in der relativistischen Physik. — Signale und Signal- 
ketten lassen sich als gerichtete Vorgänge mit gemeinsamem Richtungssinn auffassen 
(Einsinnigkeit der Zeit). — Ein weiterer Grundbegriff ist der des sgn. Realpunktes, 
der durch „ein Stück Materie‘ dargestellt werden kann. Die Gesamtheit aller Er- 
eignisse, die in einem Realpunkt (beobachtbar für einen dort stationierten „Physiker“) 
stattfinden, heißt eine Eigenwelt. — Sodann stellt sich Verf. zwei grundlegende Auf- 
gaben: 1. Es ist die zeitliche Ordnung für eine einzelne Eigenwelt zu konstituieren, 
2. Die Ordnungsschemata der einzelnen Eigenwelten sind derart aufeinander zu be- 
ziehen und miteinander in Zusammenhang zu bringen, daß man zu einem allumfassenden 
physikalischen Zeitbegriff gelangt. — Die erste Aufgabe wird allein auf Grund der 
Begriffe Realpunkt und T-Relation gelöst ($ 3). Die zweite Aufgabe wird in den 
$$ 6ff. behandelt. Die Lösung beider bedeutet erkenntnistheoretisch eine Reduktion 
der Gleichzeitigkeit sowie der Früher-als-Relation auf die Ursache-Wirkung -Relation. 
Es handelt sich also um eine Kausaltheorie der Zeit. Dabei zeigt sich, daß auch die 
räumlichen Ordnungen auf zeitliche und damit auf kausale zurückführbar sind. Das 
so skizzierte Programm führt Verf. unter Verwendung der von H. Scholz begründeten 
einfachen Typentheorie durch, wobei der „einsortige“ Kalkül der Whitehead-Russel- 
schen ‚„Principia Mathematica“ durch einen ‚„dreisortigen‘ ersetzt wird (der untersten 
Typenstufe werden bereits drei gleichberechtigte Typen [A als Zeichen für Realpunkte, 
* als Zeichen für Punktereignisse, | als Zeichen für reelle Zahlen] zugeordnet, die Typen 
der übrigen Stufen entsprechend vermehrt). — Physikalisch bemerkenswert ist noch 
folgendes: Es handelt sich durchweg um eine makrophysikalisch deutbare Theorie, 
die Verhältnisse im atomaren und subatomaren Gebiet können durch die verwendeten 
Begriffsbildungen unmöglich zutreffend beschrieben werden. Die Quantentheorie liegt 
außerhalb jeder Deutung der entwickelten Theorie, nicht aber die klassische Physik, 
insbesondere auch nicht die klassische Atomtheorie sowie die relativistische Feld- 
physik. Mit der Kausalrelation verlieren auch die Kategorien Raum und Zeit ihren 
Sinn im atomaren Bereich. M. Pinl (Prag). 
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Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra, Polynome, Invariantentheorie: 


Householder, A. S., and Gale Young: Matrix approximation and latent roots. Amer. 
Math. Monthly 45, 165—171 (1938). 

Let A be rectangular matrix with real elements. There exist orthogonal ma- 
trices W and 2 such that WAQ’ is a diagonal matrix (d,,...,de,0,...,0) where 
dh,=d>.:->d,>0. The least approximation B of rank r (<e) of A (in the 
sense ihar iBe Eau value D)c; of C = A— B is minimum) is W’4,Q where 
A,=(d,,...,d,,0,...,0). The matricees W and Q are matrices of characteristic 
vectors of the symmetric matrices AA’ and A’A and the d? are the characteristie 
roots. Methods are indicated for computing these matrices. Jacobson. 

Thurston, H. S.: Matrie conjugates in a ring R(A). Bull. Amer. Math. Soc. 44, 
258—261 (1938). 

Let A be a matrix with distinct characteristic roots and R(A) the ring of poly- 
nomials in A. R(A) is essentially the ring of diagonal matricees M=(ß,,..., Bn)- 
Sets of conjugates in various senses of matrices in R(A) are displayed. For example 
one type is obtained by requiring that the elementary symmetric functions of the 
M; (=0,...,n — 1) shall be elementary symmetrie functions of the ß;. 

Jacobson (Chapel Hill, N. C.). 

Dantoni, G.: Sui sistemi di risultanti. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 27, 
397—403 (1938). 

Ein System vonh>r-+ 1 Formen F,,.: „FR in &,,..., 2,41 besitzt ein Resul- 
tantensystem R,(a),..., R,(a), wobei die a die Koeffizienten der Formen F, sind, 
dessen Verschwinden notwendig und hinreichend ist für die Existenz einer von der 
Nullösung verschiedenen Lösung der Gleichungen F,=0,...F,=0. Für diesen 
Satz wird ein neuer Beweis gegeben, der ebenso wie der erste Beweis des Ref. von 
der „dialytischen Matrix“ ausgeht, aber an Stelle des Hilbertschen Nullstellensatzes 
einen Satz von Lasker benutzt. Faßt man die a als Koordinaten in einem projek- 
tiven Raum S; auf, so definieren die Gleichungen R, =0,..., R, = 0 eine irreduzible 
Mannigfaltigkeit von der Dimension k — (k — r), was mit den Methoden der alge- 
braischen Geometrie bewiesen wird. Speziell im Fall A=r-+1 folgt daraus die 
Existenz einer einzigen Resultante R mit den bekannten Gradzahlen. 

van der Waerden (L ipzig). 

Lubelski, S.: Zur Verallgemeinerung des Galoissehen Kriteriums der algebraischen 
Auflösbarkeit. Acta Arithmet. 3, 123—131 (1938). 

Sätze über Permutationsgruppen vom Grade p”", wo p eine Primzahl ist. Hat 
eine solche Gruppe ® einen transitiven abelschen Normalteiler, so enthält & ent- 
weder nur solche Permutationen, die höchstens eine Ziffer fest lassen, oder die obere 
Grenze der Anzahlen von Ziffern, die bei einer Permutation S = E von ® fest bleiben, 
ist durch p teilbar. Ist & eine primitive auflösbare Permutationsgruppe vom Grade p”, 
so ist die Anzahl der Ziffern, die bei irgend zwei Permutationen 8, 8, von © fest 
bleiben, eine Potenz von p. — Ein Körper K vom Grade p” über dem vollkommenem 
Grundkörper k wird regulär genannt, wenn er eine Kette von Unterkörpern von den 
Graden p"-!,...,p besitzt. Nun wird eine notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Auflösbarkeit der Galoisschen Gruppe eines regulären Körpers angegeben, der 
eine Verallgemeinerung der bekannten Galoisschen Charakterisierung der auflösbaren 
Körper vom Primzahlgrad darstellt. van der Waerden (Leipzig). 


Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 

@ Albert, A. Adrian: Modern higher algebra. London: Cambridge University 
press 1938. XIV, 319 pag. bound 18/-. 

Neudruck des 1937 erschienenen Werkes, das bereits dies. Zbl. 17, 292 referiert 
worden ist. 
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Krull, Wolfgang: Beiträge zur Arithmetik kommutativer Integritätsbereiche. 
Ila. Eine Ergänzung von Beitrag III. Math. Z. 43, 767 (1938). 

The following generalization of a theorem of an earlier paper (this Zbl. 17, 149) 
is proved. If p is a prime ideal of finite dimension defficieney u in a g-algebraic or g- 
analytic ring then any minimal prime over ideal of pP + (a1, - - -» &m) has dimension 
defficieney <yu + m. Jacobson (Chapel Hill, N. C.). 

Krull, Wolfgang: Beiträge zur Arithmetik kommutativer Integritätsbereiche. V. 
Potenzreihenringe. Math. Z. 43, 768—782 (1938). 

Let P be a domain of integrity, K its quotient field, R($) the ring of power series 
in n indeterminates with coefficients in P(K). IEP =K itisknown that Risa “Z.P.E.” 
ring, i. e. unique factorization (to within units) of elements into prime elements holds. 
The same is proved for P a discrete valuation ring in which the residue ring P/(r), 
(rt) the prime ideal of P, is infinite. I£ P is a finite principal order (Krull, cf. this Zbl. 17, 
149) so is Rand the normal valuations of R (those determined by minimal prime ideals) 
are arithmetic, i. e. generated by a prime element of 0 degree of the ring R, of power 
series with coefficients in a discrete valuation ring P, of P or a Kronecker functional 
extension of such a ring, or are algebraic, i. e. generated by a prime element of 8. Con- 
versely, if P is a principal ideal ring, the arithmetic and algebraic valuations are normal. 
In in addition P/(r) is infinite for every prime 7 then the elements of R are expressible 
uniquely as products of a finite number of prime elements of 0 degree and an element 
which is divisible by no element of 0 degree not a unit. A striking difference between 
the present situation and that polynomials is that a prime element of R need not be 
prime in 8. Jacobson (Chapel Hill, N. C.). 

Batschelet, Edouard: Sur une hypothöse de M. E. Lasker relative aux id&aux poly- 
nomiaux. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 486—488 (1938). 

Die Hilbertsche charakteristische Funktion eines homogenen Polynomideals in 


Klx,,...,%,] kann nach Lasker auf die Form 
xa(d) = Hıyp(d), . : 
H, = + sh A+A®+ .--, a) =( u 


gebracht werden, wobei A der Differenzenoperator 
Afta)=f(d) - fd —-1) 
ist. Lasker hat vermutet, daß für zwei relativ-prime Ideale A und B gilt 
Ha,» = H,Hz. 

Diese Vermutung wird durch ein Gegenbeispiel widerlegt. van der Waerden. 

Sugawara, Masao: On the transformation theory of modular funetions of many 
variables. Jap. J. Math. 14, 43—58 (1938). 

Es handelt sich um die von Hilbert eingeführten Substitutionen 

S= = [002 + BOYLyOz + 80], 

worin die «9, 9, y®, 6® die Konjugierten zu den ganzen Zahlen «UV, BO, „W, 5) 
eines Körpers K sind, während die Determinante eine Einheit aus X ist. Eine Trans- 
formation des Grades u und Divisorsa T==[a®2,+bÖ]/[c®2,+d9] liegt vor, wenn 
die a,b,c,d aus dem Ideal a die Determinante u = ma? haben. Gibt es ein S, so 
daß T,=ST,, so sind T, und T, äquivalent. Es wird ein Repräsentantensystem 
T,, T,,...T, für die endlich vielen Klassen der aus dieser Äquivalenz entspringenden 
Einteilung aufgestellt. — Zu jeder Idealklasse f des Körpers K gehört eine Eisenstein- 
reihe /in denn Variablen. Der lineare Operator 7. fr(z) = N (u Di flTz) N(Ti2)-* 


[N (T; 2) bedeutet das Produkt aus den Nennern der Transformation T,] bildet jedes f 
auf eine Linearkombination der fr ab. Der lineare Raum aller Linearkombinationen 
ist gegen alle Operatoren mit beliebigen u und a aus X invariant. In ihm läßt sich 
ein Koordinatensystem /; so wählen, daß Tu,afı = yi(a) ' A,(m) - f; gilt. Jetzt werden 
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die Dirichletreihen ®,;(s) mat ;‚(m)/N (m)® gebildet und ihre Eulersche Produkt- 


darstellung gegeben. Weiter er D,(s) = L(s, x) &(s— k+ 1), worin x; ein /; in 
bestimmter Weise zugeordneter Charakter der Idealklassengruppe von K ist und 
unter Z und £ die entsprechenden Funktionen des Körpers K zu verstehen sind. Aus 
dieser Darstellung folgt die Funktionalgleichung der ®;. Lochs (Kennelbach). 


Zahlentheorie: 


® Gloden, A.: Sur les Egalites multigrades. Pröface de Maurice Kraitchik. Luxem- 
bourg: Joseph Beffort 1938. 91 pag. Fres. 25.—. 

Diese Sporen behandelt das Problem der Lösung des Systems von Glei- 
chungen +5 +: +, =bi ++... + bi, in ganzen Zahlen (das Tarry- 
Escott-Problem). Kapı 2 gibt die a Sätze über die Herleitung von Lösungen 
aus einer gegebenen und über die Existenz von Lösungen; auch den Satz pn +1. 
Kap. 3 behandelt den Fallp=n-+ 1 und gibt die allgemeine Lösung für n = 2,3 
nebst Lösungen für n = 4, 5, 6, 7, die einen Parameter enthalten. Fürn>7,p=n-+| 
ist noch keine Lösung bekannt. Kap.7 gibt Lösungen von Systemen «da + --- +aj, 
=b+-.-+5b,=d+--+cd=::--. Kap.8 Anwendungen. Alle Kap. enthalten 
sehr viele Beispiele. N.G. W. H. Beeger (Amsterdam). 

Ward, Morgan: The law of apparition of primes in a Lueasian sequence. Trans. 
Amer. Math. Soc. 44, 68—86 (1938). 

Let F„(z, y) = (2" — y")/(x — y). The author considers two sequences of in- 
tegers (U) and (R) defined by 


U, — U„(f) = IIFu(o, %,); R„ = RM) = ]IF,„(6;; ß,) 
i<j 


where the &’s and ß’s are the roots of the polynomials f(x) and g(x) with integer co- 
efficients. The problem discussed is that of determining which terms of (U) and (R) 
are divisible by the given prime p. If » divides u, but not %,, where s is a proper 
divisor of o then o is called a rank of appartition of p in the sequence (u). In general p 
will have several ranks of apparition. The problem under discussion is solved when 
the ranks of apparition are known. The author shows that for (U) the determination 
of the ranks of apparition depends on the fundamental problem of determining the 
period of a mark in a finite field, in fact, the ranks of apparition of pin (U) are among 
the numbers A 
a, ps — 1) 

where 9,,9g,.. . are the distinet prime factors of the degree % of f(x) and where the 
period A is the least positive integer for which # = 1(moddp, f(x)). For the se- 
quence (R) the corresponding problem is more difficult and several results of an even 
less explicit nature are derived. By a Lucasian sequence the author means a sequence 
Up; %,... satisfying a linear recurrence formula with constant integer coefficients 
and having the further property that «,, divides u, whenever n divides m. Both (U) 
and (R) are Lucasian sequences. The author proves that if the scale of relation of 
a Lucasian sequence (u) is f(x) = 0 then every place of apparition of a prime p, not 
dividing the discriminant of f(x) is a place of apparition of p in the sequence (U) 
generated by f. It is conjectured that every Lucasian sequence is an R sequence or 
a divisor of such a sequence. Lehmer (Cambridge). 

Vandiver, H. $S.: On eriteria concerning singular integers in eyclotomie fields. 
Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8.A. 24, 330—333 (1938). 

Verf. beweist folgenden Satz: „If &(£) is a singular integer in the field x(d) and 
is also semiprimary, & = e2”'!, lan odd prime and B, == 0 (mod }), a< (I — 1)/2, then 


Beh 
Ara-ı = 1] (la)# = cf 
da=1 


where o is an integer in #(£).“ (B„=n-te Bernoullische Zahl). Für die Literatur der 
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vom Verf. betrachteten Frage muß man auch auf die. Arbeit von F. Pollaczek, 
Über die irregulären Kreiskörper der I-ten und }?-ten Einheitswurzeln, Math. Z. 21, 
1-38 (1924), hinweisen. Vgl. auch F. Morishima, dies. Zbl. 8, 54. Lubelsk:. 
Bell, E. T.: The iterated exponential integers. Ann. of Math., II. s. 39, 539—557 
1938). 
8 fil +2) =e = E,(x) and let E,(x) denote the sequence of functions ob- 
tained by iterating f as follows: Em+1(2) = (En(2)). The integer coefficients &7” 
occuring in the MacLauren development, 


Eu(a) = I &m a" m! = exp(&ma), 
n=0 


where the last is symbolic, are called iterated exponential integers and this paper 
discusses their arithmetic properties. Obviously & = &” = &” =1 for alln and m. 
In general, &” is an integer-valued polynomial in m of degree n — 1 and having 
m=--1l as a root. By mathematical induction it is proved that if 

n=ap* +bpP + :---+d, 
where a,b,...,d are the digits of n when n is written to the prime base p, then 
&m = R(m)(modp) where R(m) is an integer-valued polynomial in m whose coefficients 
depend only on a,&,b, ß,...,d. Many examples are given explicitely such as when 
n=p?+p-+1in which case 

Em = (m + 1) (m + 2) (m + 3) (13m? + 32m + 20)/120 (mod p). 

From the general result it follows that, for n fixed, &7” modulo p is a periodic func- 
tion of m and is of period p in case p is not exceptional, i.e. does not divide the de- 
nominator of a coefficient of R(m). For, exceptional primes the period is larger and 
each case requires separate consideration. The case of &5) when p has the exceptional 
values 2 and 3 is treated in detail. A reciprocal array n%” of £7” is defined by the 
umbral identity (exzp&®) 2) (exp x) =1. 
The n’s are very closely related to the &’s and have practically the same properties. 
The method used is an elegant application of the umbral calculus to the theory of 
finite differences and the identical congruence of Lagrange. Lehmer. 

Behrend, Felix: On sequences of integers containing no arithmetie progression. 
Öas. mat. fys. 67, 235—238 (1938). 

Let a,),a,,...,a, be a set of different positive integers all <n, containing no k 
consecutive terms of any arithmetic progression. Let r;(n) denote the maximum value 
r,(n) 
Fr 
(2) r(n) > o,n for all n, (3) if 0. <c<1 for all k, where c is independent of k, then 
0 =0. It is conjectured that this is in fact the case. Davenport (Manchester). 

Ko, Chao: On the decomposition of quadratie forms in six variables. Acta Arith- 
met. 3, 64—78 (1938). 

N 


of r for any such set. The author proves: (1) tends to a limit 0, as n— oo, 


Es sei f(@) =2)a,%2, (,;=a,;) eine positive quadratische Form mit ganz- 
7-1 

zahligen Koeffizienten. Es fragt sich, ob eine Zerlegung 
f(@) = fı(@) + f(@) (1) 
stets möglich ist, wenn /,(x) und /,(x) positive oder positiv semidefinite quadratische 
Formen mit ganzzahligen Koeffizienten sind. Mordell (dies. Zbl. 17, 388) zeigte, 
daß (1) stets möglich ist, wenn n<5 ist, und er gab Formen mit 6 Variablen an, 
die die Zerlegung (1) nicht gestatten. Hier wird gezeigt, daß (1) für genau eine Klasse 
von quadratischen Formen mit 6 Variablen nicht möglich ist. Für diese Formen ist 
der Minimalwert M = 2 und die Determinante D=3. Darüber hinaus wird noch 
gezeigt: Wenn /(x) der Ausnahmsklasse nicht angehört, dann kann man für f,(z) 
ein Quadrat einer Linearform nehmen. Die Beweise sind rein arithmetisch. Es wird. 
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‚dabei die tiefliegende Formel ef = En benutzt. Etwas verkürzt könnten die Rech- 
vDp Y3 
nungen werden, da die Formen f,, und f,, (8.71) äquivalent sind. Hofreiter. 

Erdös, Paul, and Chao Ko: On definite quadratic forms, which are not the sum 
of two definite or semi-definite forms. Acta Arithmet. 3, 102—122 (1938). 

Eine positiv definite quadratische Form mit ganzzahligen Koeffizienten heißt un- 
zerlegbar, wenn sie ganzzahlig nicht in die Summe von 2 positiv definiten oder positiv 
semidefiniten Formen zerlegt werden kann. Hier wird gezeigt: Es existieren nicht- 
zerlegbare Formen für jedes n >5. Ist die Determinante D, = 1, so gibt es gerade 
nichtzerlegbare Formen für alle n = 0 (8) und ungerade nichtzerlegbare Formen für 
n = 12, 14, 15, 18, 20, 21,22 und n>24. Ist D,=k(k>0), so gibt es nichtzerleg- 
bare Formen, sobald n > 13% + 176 ist. Zum Beweis dieser Sätze werden mehrere 
Hilfssätze über Determinanten und quadratische Formen abgeleitet, die teilweise an 
und für sich von Interesse sind. Hofreiter (Wien). 

Erdös, Paul, and Chao Ko: Some results on definite quadratie forms. J. London 
Math. Soc. 13, 217-224 (1938). 

Es handelt sich zunächst um das Problem, unzerlegbare quadratische Formen zu 
finden, deren Determinante groß ist. Hierzu wird erreicht: Es gibt unzerlegbare 
Formen, deren Determinante 


DE (4 ce — 2 +3 Y(4et— 80? + 16)): (c gerade) 
bzw. D>(4(c® — 5) + 4 — 266° + 35))t (e ungerade) 


ist, wenn n=([$3c?] +1)t— 1,woc>4,t>0 ganz sind. Ferner wird das Problem 
gestellt, Formen mit der Determinante 1 zu finden, die keine ganzen Zahlen <K, 
darstellen (X, ist eine Konstante, die nur von n abhängt). Es gelingt zwar nicht 
einmal, Formen mit der Determinante 1 anzugeben, die die Zahlen 1 und 2 nicht 
darstellen, aber es werden Formen mit n = 8m + 4 Variablen angegeben, die keine 
ungeraden Zahlen kleiner als 2m + 1 darstellen. Hofreiter (Wien). 

Ko, Chao: On the positive definite quadratic forms with determinant unity. Acta 
Arithmet. 3, 79-85 (1938). 

Es werden nur positiv definite quadratische Formen mit n Veränderlichen mit 
der Determinante 1 betrachtet, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind. Es sei O, die 
Anzahl der Ordnungen, @, die Anzahl der Geschlechter und C,, die Anzahl der Klassen 
solcher Formen. Es wird bewiesen: , =0,=1für allen #0 (d) und, =0,=2 
für alle n = 0 (8); ferner CO, 9 = Cıı = 23 Cja = (13 > 3. Bei den Beweisen werden 
Formeln von Magnus (dies. Zbl. 16, 349) benutzt. in denen das Maß des Haupt- 
geschlechtes berechnet wird. Hofreiter (Wien). 

Siegel, Carl Ludwig: Über die Zetafunktionen indefiniter quadratischer Formen. II. 
Math. Z. 44, 398—426 (1938). 

In diesem Teil macht Verf. sich von der Voramsehgung über die Signatur frei (vgl. I, 
dies. Zbl. 18, 203). Die indefinite rationale quadratische Form r’Sr von m Variablen 
habe den Trägheitsindex m — n (O0 <n< m). Den ganzzahligen Einheiten + mit 
E6E—=G wird eine Transformation X£* = X zugeordnet, worin die Matrizen & 
m Zeilen und n Spalten besitzen und von rechts noch mit beliebigen regulären n-reihig 
quadratischen Matrizen multipliziert werden dürfen. So werden die Einheiten ein- 
deutig mit diesen Transformationen im (mn — n?)-dimensionalen X-Raum R ver- 
bunden, welche sich dort als diskret verteilt herausstellen. Bei entsprechender Maß- 
bestimmung bekommt der so definierbare Fundamentalbereich ein endliches Volumen 
u(6). I(&,.a) gehöre zu einer ganzzahligen Darstellung a’&a=t wie in I, man 
erhält das Volumen #(&,a). Zwei Darstellungen a, welche sich nur durch eine Ein- 
heit unterscheiden, heißen assoziiert. Das Maß der Darstellungen von t durch © soll 
M(&,t)=})u(6, a) sein, wobei aber nur über nichtassoziierte a mit a’Ga =1t zu 
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summieren ist. Verf. erklärt nun die Zetafunktion (für « > $m) durch 
L&S, 9) =DIM(S, ı)t"*. 
{>0o 


Unter Benutzung einer Thetareihe und von Monodromiegruppen von hypergeometri- 
schen Funktionen wird bewiesen, daß die &-Funktion in die ganze s-Ebene hinein 
fortsetzbar ist mit Ausnahme der Pole, die durch Lage und Residuum angegeben 


werden. Wieder gilt eine Funktionalgleichung. Gewisse Sonderfälle müssen ausge- 


nommen werden. Wie in I wird noch die Modulsubstitution x — — 1/x mit der Funk- 
tionalgleichung in Verbindung gebracht. Landherr (Rostock). 

Braun, Hel: Konvergenz verallgemeinerter Eisensteinscher Reihen. Math. Z. 44, 
387—-397 (1938). 

A,%® seien ganze, symmetrische, n-reihige Matrizen, W’, 8’ ihre Transponierten. 
4,8 heiße symmetrisches Matrizenpaar, wenn AB’ = ®’W, und teilerfremdes Matri- 
zenpaar, wenn nur für ganze Matrizen © gleichzeitig GA und GB ganz sind. Y,® 
und W*, B* heißen assoziierte Matrizenpaare, wenn YB’ = B*W. & sei eine kom- 
plexe, symmetrische, n-reihige Matrix mit positivem Imaginärteil. Dann ist die ver- 
allgemeinerte Eisensteinsche Reihe (X, 0) für reelle, positive Werte o erklärt durch 
Y(&, 0) = 2,108 + B|-e. W,%8 durchläuft hier ein festes, volles System nicht- 

DI 


assoziierter, symmetrischer, teilerfremder Matrizenpaare. |UX+8|-=e-elosiu&+81 
mit dem Hauptwert des Logarithmus. Siegel hat gezeigt, welche Bedeutung diese 


von ihm gebildeten Reihen in der Theorie der Modulfunktionen höheren Grades haben 


[Ann. of Math. 36 (1935); dies. Zbl. 12, 197]. In diesem Zusammenhang ist es not- 
wendig, den kleinsten Exponenten o zu kennen, für welchen die Reihe absolut kon- 


vergiert. Siegel selbst hat die absolute Konvergenz für 0 >n? an gezeigt. 


Verf. zeigt: (X, 0) konvergiert absolut für eo >n-+ 1, dagegen nicht mehr absolut 
füro=n-+t]l. Bruno Schoeneberg (Hamburg). 
Zilinskas, 6.: On the elass number of indefinite quadratie forms in n variables 
with determinant +1. J. London Math. Soc. 13, 225—240 (1938). 
Proofs of the following theorems: (1) When n is odd, then there are n — 1 in- 
equivalent indefinite quadratic forms in n variables with determinant +1, given by 


Nn—-T n 
K=,:o- >. (=1,23, u 3r=)97 23 
I 2-41 
— (2) When n is even, then there are n — 1 inequivalent properly primitive indefinite 
quadratic forms in n variables with determinant +1, given by (1). — (3) There exist 
improperly primitive forms with determinant +1, if and only if n=0 (mod 4), and with 
determinant —1, if and only if n= 2 (mod 4). — All these imprimitive forms are 
determined for n < 16. — The proofs depend on Meyer’s theorem on indefinite forms 
(Vjschr. naturforsch. Ges. Zürich 1884, 209—222) and on Hermite’s method of reduction. 
Mahler (Manchester). 
James, R. D.: The distribution of integers represented by quadratie forms. Amer. J. 
Math. 60, 737—744 (1938). 
Let B(x) denote the number of positive integers n < x, prime to d, and represented 
by primitive binary quadratic forms of a given negative discriminant d. It is noted 
that an n prime to d is so represented if and only if no prime factor p of n such that 


(@|p) = — 1 oceurs to an odd power. It is proved that for a certain constant 5 de- 
pending only on d, B(z) — ba/Ylogz = O(z/loga). 


The case d = — 4 was given by Landau [Arch. Math. Phys. (3) 13, 305— 312]. Pall. 
Hua, Loo-keng: Some results on Waring’s problem for smaller powers. ©. R. Acad. 
Sci. URSS, N. s. 18, 527—528 (1938). 
The author states that he can prove that Vinogradow’s asymptotic formula for 
the number of representations of n as a sum of s k-th powers holds for s> 2 +1. 
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From this it follows that every large n is a sum of nine cubes of primes; every large 
n = 17 (mod 240) is a sum of 17 fourth powers of primes. Almost all are sums of 
five cubes of primes. H. & L.’s asymptotic formula for the representations of n as 
a sum of s values of a polynomial P(x) of degree k for integers <> 0, is said to hold 
for s>2*+1. Unless P(z) — P(0) represents only multiples of some integer >1, 
it would follow that @(P(x))< 17 if k=4 (cf. Vinogradow this Zbl. 18, 52); and 
G(Pie))<31l if k=5, with equality in a special case. @. Pall (Montreal). 

Grav&, D.: Sur le problöme de Goldbach. J. Inst. Math. Acad. Sci. Ukraine Nr 1, 
77—718 (1938) [Ukrainisch]. 

Des rectifications et des suppl&ments historiques. Autoreferat. 

Watson, 6. N.: Ramanujans Vermutung über Zerfällungsanzahlen. J. reine angew. 
Math. 179, 97—128 (1938). 

This paper gives four theorems concerning the divisibility of the number p(n) 
of unrestricted partitions of n by powers of 5 and 7. Ramanujan had conjectured 
that in case 24n — 1 is divisible by m“ then p(n) is divisible by m“, where m = 5, 7, 
and 11. This conjecture is now proved for m = 5 together with the additional result: 
If A is the least positive solution of 244—1 = 0 (mod5°), and ifn = A+c5* (moddet1), 
(e= 2,4), then p(n) = 0 (mod5*+!), For m=T and for x =1,2, the conjecture 
was proved by Ramanujan; but it is known to fail for « =3. The author proves 
the following modification of Ramanujan’s conjecture for powers of 7: If 24n — 1 
is divisible by 72° then p(n) is divisible by 7#+1. Finally the author proves that if A 
is the least positive solution of 244 = 1(mod72# +1) and ifn = e72# +14 (mod 724 +2), 
then p(n) is divisible by 7?+?. A discussion of the case m=11 is promised in a future 
paper. The method of proof is based on the modular equation of the m-th order con- 
necting algebraically the three functions kA(t/m), h(t), h(mr), where 


h(t) = eri12 I] (1 2 ezrir») a 


v=1 


The modular equations for m = 5, 7 were given without proof in Ramanujan’s note- 
book. The author proves the existence of such an equation for every m and gives 
a derivation of Ramanujan’s equations. The proof of vhe theorems given above is 
now possible by an elementary, though lengthy, induction using Newton’s formulas 
for the sums of the powers of the roots of the appropriate modular equation. (See 
also Lehmer this Zbl. 10, 152; 14, 342; 18, 107.) Lehmer (Cambridge, Engl.). 

@ Vinogradov, I. M.: Eine neue Methode der analytischen Zahlentheorie. (Arb. d. 
Inst. f. Mathematik V. A. Steklov. H. 10.) Leningrad u. Moskau: Verl. Akad. d. Wiss. 
USSR 1937. 122 8. 

This book contains a systematic account of a new method discovered by the author 
in 1934 and applied to various problems of the analytical theory of numbers in a remärkable 
series of papers from 1934 to 1937. Four main problems are here discussed. The principal 
results may be stated (with some loss of precision for the sake of simplicity) as follows. (In 
these statements the c’s are positive absolute constants or functions only of the parameters 
shown.) (A) Waring’s problem (Chapters II, III, IV, VII). The Hardy-Littlewood result 
G(k) = O(2*k) is improved to G(k! = O(klogk), in other words it is shown that every suffi- 
ciently large integer can be expressed as a sum of r non-negative k-th powers if r > ck logk; 
and the Hardy-Littlewood asymptotic formula for the number of representations is proved 
at any rate for r > c,k?logk. (B) The estimation of Weyl’s sums (Chapter VI). IE k == 14, 


nr 7 Q, 
ka Ian, tg 
s=l Is 4: 


I N 
ere| <e(k)N(N-e+g) («<sNr-r,0<:<il), 
z=1 


(.4)=1I, >09, -129=&[1, 


then 


where .1/jo = cr !k®logk/r. (The method of Weyl would give a value of 1/o of order 2*.) 
(C) The distribution (mod 1) of the values of a real polynomial f(x) for z=1,2,... (Chap- 
ters V, VIII). Corresponding to the result quoted above under (B) we have (under similar 
conditions) the theorem that the number of integers x for which 0o<x:=N, 0= f(x) <ö(modl) 
(<öd=1) is ö8N -+ ER, where |Ri< c;(k) N(N-e 1 92°). Another result (less precise 
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in some ways but more precise in others) is that to any real number £ corresponds an integer x 
such that 0<z <q, |) —&E| < ce(k)g; (mod 1), where 1/o = «igklogk,o, is a 
selected non-zero coefficient of f(x), and g is the number of non-zero ooefficients. (D) Gold- 
bach’s problem (Chapter IX). It is proved rigorously that every sufficiently large odd integer 
can be expressed as a sum of three primes, and that the number of representations accords 
with the Hardy-Littlewood asymptotie formula-results which had been inferred by Hardy 
and Littlewood from hypotheses, still unproved, concerning the zeros of Dirichlet’s L-func- 
tions. In problems (A) and (D) it was to the “minor arcs’’ of the Hardy-Littlewood method 
that the new procedure found its application. By a happy coincidence an appropriate instru- 
ment for the treatment of the “major arcs” in (D) had just become available in the researches 
of Heilbronn and Siegel on the real zeros of the L-functions and their application by Walfisz 
to the distribution of primes. Walfisz’s result is quoted (without proof) as a lemma in Chapter I. 
This chapter consists of a series of lemmas (of unequal depth). Among them appear various 
forms of the inequality which is the foundation of the new method. In its primitive form this is 


N-ıi 
griezu < mn I" min (a a) (« real), (U) 
> | |sinzor| 


ZN r=-N 


where x and y run, respectively, over independent sets of m and of n (distinct) integers in the 
rangs0 <z<MandO <y<N. This is a fairly simple deduction from Cauchy’s inequality, 
and the essential basis of the result has been available, as an inequality for bilinear forms, since 
1910. It is hardly surprising, however, that its possibilities remained so long unsuspected. 
For double sums of the type occurring in (1) do not appear naturally in the known treatments 
of the above problems, and in any case a straightforward application is liable to give only 
crude results owing to the loss involved in the use of Cauchy’s inequality.. It is, in fact, in 
devising ways of adapting the lemma to the various problems, and in elaborating techniques 
for bringing it to a successful conclusion, no less than in the happy inspiration of the original 
idea, that the author reveals his amazing powers. The method is still being develuped by the 
author and by other writers. It has been extended to other problems, such as the Riemann 
zeta-function and the distribution of primes, and its possibilities are obviously by no means 
exhausted. The author considered it premature to attempt to cover the whole field of possible 
applications in this book, and decided to confine himself to the group of problems on which 
he himself has mainly concentrated. Ingham (Cambridge). 
Vinogradow, I.: On the distribution of quadratie rests and non-rests of the form 
p+k to a prime modulus. Rec. math. Moscou, N. s. 3, 311—318 u. engl. Zusammen- 


fassung 319 (1938) [Russisch]. 


| ) 
> q 


DEN 


= eN!+:(g-} + gN-t) \ (1) 


where q is an odd prime, % is an integer not divisible by q, the summation is over 
primes p, the summand is a Legendre symbol, & > 0, and c depends only on e. [This 
is the particular case m = 2 of a result previously announced; see this Zbl. 19, 104, 
result (4).] The proof follows the lines of the author’s estimations of I) e2”i#? (see 


SN 
this Zbl. 16, 291—292; 17, 389—390; 18, 390), except that the lemma Sn danbis trigono- 
metrical sums is here replaced by an analogous lemma appropriate to the new summand. 
I£ we denote the summand in either case by /(p), the lemma in question may be 
regarded as a particular case of (or a deduction from) the inequality 

N Sn an; N N 

> AmnTm Yn = >23 | > Ann Yn Ynr » Ay — Dan an 
m,n=1 =1 n,n"=1 m=1 
(cf. Hardy, Littlewood and Pölya, Inequalities, $8. 11), with a„n = (mn) (mn<N), 
Ann =0 (mn > N). (Originally the x, and y,„ were all O or 1, but this restriction 
disappears, at any rate for y,, in later applications.) In the proof of (1) the estimation 
of A,n is based on elementary estimates of 


2. 


M 
Din =) 0<M<g 


when n #n’(modg) and when n = n’ (mod), but it is stated that the last term 


{ 
. 
| 
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in the bracket on the right of (1) can be improved to g’ N? by the use of deeper 
results of Davenport (see this Zbl. 6, 249). Ingham (Cambridge). 
Mordell, L. J.: On the product of two linear homogeneous forms. J. London Math. 
Soc. 13, 186—187 (1938). 
Verf. führt einen kurzen, arithmetischen Beweis für den bekannten Satz: Sind Z 
und M zwei reelle, homogene lineare Formen in z, y mit der Determinante 1, so gibt 


es ganze 2, y # 0,0,so daß |LM| <= E Beim Beweis wird der Minkowskische Linear- 


formensatz und die Ungleichung |w®+3w-+1|<1, wenn —1<w=0, benutzt. Hofreiter. 

Pisot, Charles: La r&partition modulo 1 et les nombres algöbriques. Ann. Scuola 
norm. super. Pisa, II.s. 7, 205—248 (1938). 

Diese Arbeit ist identisch mit der in dies. Zbl. 19, 7 referierten Diss. des Verf. 

J.F. Koksma (Amsterdam). 

Blumer, Fritz: Über die versehiedenen Kettenbruchentwicklungen beliebiger reeller 
Zahlen und die periodischen Kettenbruchentwieklungen quadratischer Irrationalitäten. 
(Untersuchungen zur Theorie der halbregelmäßigen Kettenbruchentwieklungen. I.) Acta 
Arithmet. 3, 3—63 (1938). 

Es handelt sich um die halbregelmäßigen Kettenbrüche, d.h. um Kettenbrüche 
mit ganzzahligen Teilnennern, deren Teilzähler gleich +1 oder gleich —1 sind, und 
es werden ausführlich die folgenden beiden Fragen untersucht: 1. Für welche Ent- 
wicklungsvorschriften ist die Kettenbruchentwicklung einer quadratischen Irrationalität 
periodisch? 2. Für welche Entwicklungsvorschriften fällt die primitive Periode am 
kürzesten aus? Bei der letzten Fragesteilung spielt die Entwicklung nach nächsten 
Ganzen eine Hauptrolle: bei ihr ist die Periode stets am kürzesten; es gibt aber in 
vielen Fällen auch bei anderen Entwicklungsvorschriften eine Periode gleicherKürze; 
diese Entwicklungsvorschriften werden sämtlich aufgestellt. Für Teil II bzw. III 
s. dies. Zbl. 17, 248; 18, 8. J.F. Koksma (Amsterdam). 

Krishnaswami Ayyangar, A. A.: A new eontinued fraetion. Current-Sci. 6, 602—604 
(1938). 

Für die halbregelmäßigen Kettenbruchentwicklungen gibt Verf., ohne Beweis, 
einige Sätze. Verf. nimmt hauptsächlich die Frage der Periodizität der genannten 
Kettenbrüche in Angriff. Ref. bemerkt, daß inzwischen eine Arbeit von F. Blumer 
erschienen ist: Über die verschiedenen Kettenbruchentwicklungen beliebiger reeller 
Zahlen und die periodischen Kettenbruchentwicklungen quadratischer Irrationalitäten 
(vgl. vorst. Ref.), in der die genannte Frage ausführlich betrachtet wird. Vgl. auch 
die Blumerschen Arbeiten in den Comment. math. helv. 10 (1937); dies. Zbl. 17, 248 
a. 18, 8. S. Lubelski (Warschau). 


Gruppentheorie. 


Kulakoff, A.: Einige Bemerkungen zur Arbeit: „On a theorem of Frobenius“ 
von P. Hall. Rec. math. Moscou, N.s. 3, 403—405 (1938). 

P. Hall (s. dies. Zbl. 15, 202) hat zwei früher vom Autor (s. dies. Zbl. 1, 386) 
für Gruppen P, der Primzahlpotenzordnung p', p > 2, bewiesene Sätze verallgemeinert 
und u.a. gezeigt, daß in jeder endlichen Gruppe @ mit nichtzyklischer p-Sylowgruppe P; 
die Anzahl der Untergruppen der Ordnung 7* (1<=k<{1) kongruent 1 + p mod. p? 
ist. Der Autor gibt nun eine Reihe von Vereinfachungen in dem Beweisgang von Hall 
an. Eine vom Autor bei Hall bemerkte scheinbare Lücke schließt sich dadurch, daß die 
P;_, der dritten Kategorie die Ableitung P} von P, enthalten, so daß die fragliche 
Behauptung nur für die abelsche Gruppe P,/P}; bewiesen werden muß. Magnus. 

Powsner, A.: Über eine Substitutionsgruppe kleinsten Grades, die einer gegebenen 
Abelsehen Gruppe isomorph ist. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et 
Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 14, 151—157 (1937) [Russisch]. 

Der Verf. beweist, daß der kleinste Grad einer Substitutionsgruppe, die einer 
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gegebenen Abelschen Gruppe isomorph ist, der Summe der Invarianten dieser Gruppe 
gleich ist. — Aus dem Beweise folgt, daß, wenn die Abelsche Substitutionsgruppe 
den kleinsten Grad hat und keine Invariante gleich 2 ist, die erzeugenden Elemente 
so gewählt werden können, daß jeder nur aus einem Zyklus besteht. Autoreferat. 

Sagastume Berra, A. E.: Über die Automorphismen der endlichen Gruppen und 
die Strukturklassifikation dieser Gruppen. Contrib. estud. ci. fis. mat. 1, 291—314 (1937) 
[Spanisch]. 

Zu einer endlichen Gruppe @ von der Ordnung g, welche in ihrer regulären Dar- 
stellung als Untergruppe von 8, der vollen Permutationsgruppe von g Punkten, ge- 
geben sei, konstruiert Verf. verschiedene assoziierte Gruppen. H sei der Normalisator 
von @ in 8, Nc 8 enthalte die mit jedem Element von @ vertauschbaren Elemente. 
Dann ist die Faktorgruppe H/N mit der Automorphismengruppe A von @ isomorph. 
K sei das Produkt N :@c 8, K/N ist isomorph zur Gruppe / der inneren Automorphis- 
men von@. Ist Z das Zentrum von @, so ergeben sich noch die Isomorphismen @/Z = I 
und X/@=N/Z. Nun stellt man die drei Normalteilerketten > KDGDZD1, 
H>K>ND>ZD>1l und ADIDl auf. Die Faktorgruppen sind schon alle durch 
die erste Kette bestimmt. Die möglichen „Gruppentypen“ werden jetzt durch die 
etwa in der ersten Kette auftretenden Gleichheitszeichen gekennzeichnet. Von den 
16 denkbaren Typen scheiden gewisse aus .BBK+#6=Z2=1, K#=6=Z=#]|), 
zu einigen anderen gibt Verf. Beispiele an. — Kennt man den Typus zweier Gruppen, 
so gewinnt man die Ketten des direkten Produktes einfach durch direktes Multi- 
plizieren der Kettenglieder, ausgenommen freilich H und A. Im direkten Produkt 
kommt also ein Gleichheitszeichen genau dort vor, wo es in beiden Faktoren auftritt; 
bei HZ und A ist diese Bedingung jedoch nur notwendig. Landherr (Rostock). 

Hirsch, K. A.: On infinite soluble groups. II. Proc. London Math. Soc., II. s. 44, 
336344 (1938). 

Fortsetzung der Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 18, 145). Für unendliche S-Gruppen, 
die eine Zentralreihe besitzen, wird das volle Analogon des Jordan-Hölderschen Satzes 
bewiesen. Dies galt (s. zit. Ref.) bei beliebigen S-Gruppen nicht für die endlichen 
abelschen Faktorgruppen. Ebenso werden die wesentlichen Resultate der Theorie der 
endlichen p-Gruppen auf S-Gruppen mit Zentralreihe übertragen. Ulm. 

Grouchko, I.: La r&solution du probl&äme d’identit@ dans les groupes & plusieurs 
relations d’un type sp&cial. Rec. math. Moscow, N. s. 3, 543—550 (1938) [Russisch]. 

Le present article a pour base les travaux de W. Magnus, Über die Gruppen 
mit einer definierenden Relation (J. reine angew. Math. 1931) et Das Identitätsproblem 
für Gruppen mit einer definierenden Relation (Math. Ann. 1932; ce Zbl. 4, 97). — 
Dans la premi£re partie ($ 1) on generalise ce qu’on nomme „Hauptform des Freiheits- 
satzes“; notamment: designons par Öy,n le groupe form& par les &l&ments genera- 
teuss @® W=0,M,M +1,..,N,k=1,2,3,...et M=<N &tant des entiers ou 
bien +00) et defini par les relations determinantes: 


Rd, d, a) =1 (=MM+L..N-=1 


ou la relation R;—= 1 contient les elements gendrateurs des complexes {a4 ,, fa},, 
{af *"}; qui ne sont assujettis qu’& la condition suivante: Ou bien quand on a fait 
une permutation cyclique des el&ments de R; il restera effectivement au moins un 
representant de chaque complexe {af}; et {a@*"\,, ou bien R;= 1. — Considerons 
maintenant le sous-groupe de Gy,n forme par les &l&ments gendrateurs a® 
@=0,M',M'+1,..,N, k=1,2,3,.., oa M<=<M’<N’=N); nous le de- 
signons par Ö%'y . Le sous-groupe Ö% 7 sera isomorphe au groupe Gyr x’, c’est- 
&-dire il est d&terming par celles des relations R;—1, pour lesquelles M<i<it+1<N. 
— Dans la deuxime partie ($2) on donne un algorithme & l’aide duquel on peut 
resoudre le probleme d’identit& pour les groupes de la forme Gy. v. La resolution 
du probleme d’identit& s’effectue par induction, en utilisant la 'Tepresentation du 
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groupe Öy,„ sous la forme d’un produit libre des groupes Gy, v-ı et Öy-ı,» & groupe 
commun libre®y-ı,xv- ı, de sorte qu’on est reduit & la resolution du probleme d’identite 
dans un groupe & une seule relation — probleme qui peut &tre resolu en suivant la 
methode de W. Magnus. — Dans le $ 3 les resultats pr&ec&demment indiques s’&tendent 
au cas des groupes de forme plus generale que Gy,x- Autoreferat. 

Rees, P. K.: The transforms of Fuchsian groups. Bull. Amer Math. Soc. 44, 
580—586 (1938). 

Rechnerische Herleitung einiger Sätze über die relative Größe der Radien 
der en Kreise zweier Transformationen S und 7. Dabei bedeutet 
T(z) = (az + e)/(cez + @)und$S =@TG” "mit @(2) = = (a2 +y)/(yz+ o);aa —cc=1 
und x& — yy =1. Der isometrische Kreis einer Transformation ist der geometrische 
Ort aller Punkte, in deren Umgebung die Längen und Flächen durch die Transforma- 
tion nicht geändert werden. Lochs (Kennelbach). 

Yosida, Kösaku: A problem concerning the second fundamental theorem of Lie. 
Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 152—155 (1937). 

Sind X,,---, X„ lineare Transformationen, so daß 


KK —- KL, =DcdıX,, 
M 
103729 mit Dlüal<e 
n 


bekanntlich einen Lieschen Gruppenkeim. Nun wird bewiesen: Wenn das System 
X1>:.., X, irreduzibel ist, so ist dieser Gruppenkeim eine Umgebung der Identität 
in einer Lieschen Gruppe von linearen Transformationen. van der Waerden. 
Toyoda, Köshiehi: On differential operators permutabkle with Lie continuous groups 
of transformations. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 172—175 (1937). 
Eine r-gliedrige Liesche ee, werde durch r infinites. Transf. 


K= DE) 2) 


erzeugt. In derselben Weise wird die adjungierte Gruppe H* durch die infinites. lin. 


so bilden die lin. Transf. 


Transf. 

== = halor 7, er 
und die Parametergruppe durch die inf. Transf. A, erzeugt. Wenn nun ein symmetrisches 
Polynom PD gu An ccadı 


bei der adj. Gruppe invariant ist, so ist der Differentialoperator P(X) mit allen X, 
vertauschbar. Für diese Invarianz ist hinreichend, daß P(A) mit allen inf. Transf. A, 
der Parametergruppe vertauschbar ist. Als Anwendung des erstgenannten Satzes 
wird ein Satz von Casimir neu bewiesen, der besagt, daß im halbeinfachen Fall: ein 
gewisser Operator P(X) =D’g’*X,X, 

mit allen X, vertauschbar ist. Schließlich wird gezeigt: Dann und nur dann hat die 
Gruppe ein mindestens eingliedriges Zentrum, wenn es einen mit allen X, vertausch- 
baren Differentialoperator erster Ordnung P(X) gibt. van der Waerden. 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Egyed, L.: Über die Äquivalenz einiger grundlegender Sätze aus der Theorie der 
Punktmengen. Fundam. Math. 31, 74—78 (1938). 

Theorem I [Veress, Acta Szeged 6, 34—45 (1932); this Zbl. 5, 184] is equivalent 
to the V-Postulate: Theorem I. If A,,As,... An,... is a monotone sequence of 
propositions (if A, is valid for e, then A, is valid for efor allv>n),and E a set such 
that for every element of Z there is a valid proposition of the sequence and for every 
infinite subset Z’ of E there is a proposition of the sequence valid for an infinite number 
of elements of E’, then there exists a proposition of the sequence which is valid for 
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every element of E. V- Postulate. If E,, Eg,.. . En, . . . is a sequence of sets without 
common elements such that E, + 0 for an infinite number of n’s, there exists a sequence 
Vı» Var... In... of finite sets such that „CH, (n=1,2,.. ) and V„=* 0 for 
an infinite number of n’s. A sequence of propositions A], Ag, . - . An, . . .is continuous 
if for every point of E for which A, is valid there exist a neighborhood N and a propo- 
sition A„4» such that A„,,is valid for “very element of EN. Theorem Il (Veress,l.c.). 
I£ A), Ag,... An is a monotone, continuous sequence of propositions such that for 
every element of a compact, closed set Z there exists a valid proposition of this sequence, 
then there exists a proposition of this sequence which is valid for all the elements of E. 
The author proves such results as: In a Hausdorff space, Theorem II is equivalent 
to Cantor’s Product Theorem (Durchschnittssatz). In n dimensional euclidean space, 
Theorem II is provable without the multiplicative axiom. Blumberg (Columbus). 

Sierpiäski, Waclaw: Sur un problöme eoneernant les familles d’ensembles parfaits. 
Fundam. Math. 31, 1—3 (1938). 

Proof, without recourse to the continuum hypothesis, that there exists a family 
of linear perfect sets without common points such that for no selection of a point from 
each of these sets is the set of selected points of measure zero. Blumberg (Columbus). 

Sierpihski, W.: Sur le rapport d’une certaine propriete mötrique & la th&orie gene- 
rale des ensembles. C. R. Soc. Sci. Varsovie 30, 182—187 (1937). 

A set has property 8 if no non-denumerable subset of it is of measure 0. Proof, 
without use of the continuum hypothesis, of the following theorem, which asserts that 
the proposition stating the existence of a linear set of property S and of cardinal 2% — c 
is equivalent to an enunciation of the general theory of sets: The existence of a linear 
set of property $S and of cardinal c is equivalent to the existence of a set E of car- 
dinal ce and of a system {Ey,a,...a of sets corresponding to all finite sequences 
&1,&%g, ... 0%; constituted by the numbers 0 and 1 according to the following con- 
ditions: 1° E= SD) Exa....a., k=1,2,3,..., the summation applying to allsequences 

&ı, Kgy... &k 
&%1,%g9,...0%p of k numbers O or 1; 2° for every finite sequence &], &g, . . . & of the 
numbers 0 or I, wehave Eu... 0 + Duos... nı C Eau... 0; 3 U (01.022000 
# (ß,,ßa,..: Pr), we have Eya,...rBhßı...gr = 0; 4° for every infinite sequence 


%&1, &g, &g, . - . Of the numbers O or 1, the set J/ Ey,a,...«, contains one element at 
- k=1 
most; 5° if E),C E, and if for every positive & there exists an infinite sequence 


Eunan...ar (n==1R273,272.)200. setssor EN such that DE and 
n n=1 


E, Zen o®...ar , then E, is at most denumerable. Blumberg (Columbus). 
n= n 


Kondö, Motokiti: Sur la repr&sentation paramötrique röguliere des ensembles analy- 
tiques. Fundam. Math. 31, 29—46 (1938). 

In relation to a theorem of Lusin, Sierpinski [Fundam. Math. 26, 334 (1936)] 
proposed the problem: Is there a linear set N such that every uncountable analytic 
set admits a regular parametric representation on N ? It is shown here that the problem 
is resolved affirmatively and that the set N is a set (of Lebesgue) of all binary ir- 
rationals such that 4% is well ordered with respect to the positive direction of the 
axis oy. In this notation H is the “binary crible” of W. Lebesgue and H® the set 
of all points of H of which z is the projection on the axis ox. E. W. Chittenden. 

Inagaki, Takeshi: Sur les ensembles analytiques nuls. J. Fac. Sci. Hokkaido Univ., 
Ser. I, Math. 6, 175—216 (1938). 

Let % be a family of sets in linear space; %°’=% ; and for every ordinala (1<a<2Q), 
let %* be h 22 Sn E 3), according as & is odd or even, a limit ordinal being 


taken as even. Lusin (see this Zbl. 12, 344) introducing the notion of superior 
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constituent, gave a necessary and sufficient condition for % = I’ %* to be of class 2«. 
zsa<R 

The present author, noting deficiencies of clarity and rigor in Tank work, takes up 
Lusin’s researches anew. He proves that every %2” is the superior constituent of 
a monotone, exhaustible Souslin schema of type &y, a Souslin scheme being termed 
exhaustible if its kernel is the null set; conversely, every superior constituent of the 
latter qualifications is an %27. By transforming a Souslin scheme into a normally 
ordered sieve, the following analogue is obtained of a result of Lusin: Every $27 is 
the superior constituent of a normally ordered sieve of type ®y (of %.’s) and con- 
versely. A generalization is made of the Souslin system. Blumberg (Columbus). 

Sehoenberg, I. J.: On the peano eurve of Lebesgue. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 
519 (1938). 

Ist /(t) eine stetige gerade Funktion, gleich 0 für O<t<!/,, gleich 1 für 
2/;, <t=<1 und linear für ,<t<?/,, so füllt die parametrisch durch die gleich- 


mäßig konvergenten Reihen z(t) = 2 f(3°*-22)/2*, ylt) = > (3? -14)/2" direkt für 
= 


n= 
0=t=1 definierte Kurve das Einheitsquadrat aus. Bei Lebesgue (Legons sur 
integration, p. 44—45, Paris 1928) ist die Kurve zunächst auf dem Cantorschen 
Diskontinuum C definiert und erst dann linear interpoliert. Beide Kurven stimmen 
auf C überein. B. Knaster (Warszawa). 

Froda, Alexandre: Propriet&s topologiques des fonetions de variables r&elles. C. R. 
Acad. Sci., Paris 206, 1612—1614 (1938). 

Let C be a closed curve, without multiple points, lying in a finite dimensional 
space; f(P) a one-valued, real function defined for the points P of C; T a homeomor- 
phism of C into itself; 7, the %-th iterate of T. P- P’(T,) means that 7, trans- 
forms P into P’. If P,is a particular point of CO, P,— P,(T,), and there exist points 
such that P,= P,, s + k, the sequence Q(P,, T) = Z&P; is periodic. T is of class Q 
if no 2(P,, T) is periodic. If T is of class Q, the derived set of every Q(P,, T) is in- 
dependent of P, (Poincare); it will be denoted by I(T). A number of theorems are 
proved relative to the foregoing concepts, among which are the following: If / is such 
that f(P) < f(P’) whenever P- P’(T), T is of class Q and f is totally discontinuous 
on I(T). I Tis of class Q, and if f(P) < f(.P’) for every couple P, P’'such that P- P‘(T) 
with the exception of a set of P’s of first category on I(T), then /(P) is totally discon- 
tinuous on I(T). If 7 is arbitrary, and f is a limit of continuous functions taking on 
all intermediate values as it passes between 2 values on an arc of O, there exists at 
least one couple of points P- P’(T) such that one of the limits of fat P equals one 
of the limits of fat P'. Blumberg (Columbus). 

Keldych, L.: Sur les eribles d&finissant des ensembles mesurables B. ©. R. Acad. 
Sei. URSS, N. s. 19, 13—16 (1938). | 
Bericht über die in dies. Zbl. 18, 394 u. 19, 55 referierten Ergebnisse der Verf. 
B. Knaster (Warszawa). 

Ward, A. J.: A certain funetion of reetangles. ©. R. Soc. Sci. Varsovie 30, 188—193 
(1937). 

L’auteur appelle reseau dyadique fondamental la famille & de tous les carres 
de la forme [p/2*, (p + 1)/2”; q/2”, (g + 1)/2”], ou p, get n > 0 sont des entiers. Etant 
donn&e une fonction F d’intervalle dans le plan et un point x, les limites sup£rieure et 
inferieure du quotient F(S)/mes 8, oü S est un carre quelconque appartenant & ©, 
contenant x et de diametre tendant vers zero, sont dites respectivement deriv& superieur 
et derive inferieur de F dans x sur le r&seau fondamental ©. D’apres le theoreme bien 
connu, siF est une fonction additive et continue d’intervalle et si son deriv& inferieur 
sur le reseau © est partout non negatif, la fonction F est n&cessairement monotone 
negative. L’auteur montre sur un exemple que cet &nonce tombe en defaut si l’on y 
remplace le derive inferieur par le drive superieur. Cependant le theor&me reste 
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valable pour le derive superieur dans les cas oü soit 1° F est & variation bornee, soit 
3° le derive inferieur de F sur © differe de —oo dans tous les points des droites du 
reseau: = p/2" et y= qf2". Saks (Warszawa). 


Analysis. 


Lebesgue, Henri: Sur certaines expressions irrationnelles illimit&es. Bull. Calcutta 
Math. Soc. 30, 9—10 (1938). 

Verf. stellt fest, daß seine Ergebnisse in der gleichnamigen Arbeit (vgl. dies. Zbl. 
17, 9) bereits bekannt sind; vgl. Wiernsberger, J. reine angew. Math. 130, 144ff. 
(1905) u. C. R. 1903, 1904. Rogosinski (Cambridge). 

Levin, V.: Notes on inequalities. I. Some inequalities between series. Rec. math. 
Moscou, N.s. 3, 341—344 u. engl. Zusammenfassung 345 (1938) [Russisch]. 

Sei a,>0, k=1,2,...; dann gilt 


2k+1 2k 
(Dia,)@+D@k+) < JT uzu-2k-1 UN wait!, 
u=1 v=( 
falls nicht alle a, = 0. Die Konstante ist die bestmögliche. Vgl. für verwandte Un- 
gleichungen Carlson (dies. Zbl. 9, 342, s. auch Hardy, dies. Zbl. 14, 298) und Gabriel 
(dies. Zbl. 16, 395). B. Jessen (Kopenhagen). 
Nomura, Takee: On some inequalities. Sci. Rep. Tokyo Bunrika Daigaku A 3, 
181—183 (1937). 
Extensions are given of inequalities due to Pocklington, see this Zbl. 12, 397. 


r=1l 


NR Ss $ 
It is proved for example that if Da, < kaand Ir, <a, Dy,<bilornzs>s’>k, 
N 2 r=1 
then Da,y, < ab. E.C. Titchmarsh (Oxford). 
vi 


Raff, Hermann: Minimumsprobleme für Summen absoluter Beträge. Math. Z. 44, 
452480 (1938). 

Diese Untersuchung schließt eng an eine frühere Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 5, 62) 
und eine Arbeit von R. Rado (dies. Zbl. 14, 311) an. & sei eine beschränkte abge- 
schlossene Punktmenge der komplexen Zahlenebene. Ist z irgendeine komplexe Zahl, 
so wird mit N (z, £) [Nx(z) bei Rado, a.a. O.] die untere Grenze von |m,|+ |ma| + -- - 
bezeichnet, wenn {m,, my,....} alle höchstens abzählbaren Lösungssysteme der beiden 
Gleichungen (I) m +m +: -=1 m. +m%+::-=2, EX, durchläuft. 
Die Funktion N (2, X) ist schon von Rado eingehend untersucht worden. Diese Resul- 
tate werden hier auf elementarem Wege neu hergeleitet und zum Teil verschärft. 
So gelingt es dem Verf. im Fall, daß die konvexe Hülle X, von & ein Polygon ist, 
N(z, %) für jeden Punkt 2 der Ebene explizit zu bestimmen. Ferner wird ein Über- 
blick über sämtliche normierten Lösungen von (1) gewonnen. Dabei heißt eine Lösung 
{m,,mg,...} normiert, wenn |m,| + |mg| + --- = N(z, &) ist; sie heißt normierte 
Hauptlösung, wenn außerdem nur drei m; == 0 sind. Es gilt nun, daß jede Linear- 
kombination mit nichtnegativen Koeffizienten von normierten Hauptlösungen eine 
normierte Lösung ist und umgekehrt. Dieser Satz gilt auch für beliebige beschränkte 
abgeschlossene &. Ist X, ein Polygon, so gibt es nur endlich viele normierte Haupt- 
lösungen, die alle bestimmt werden. — Mit diesen Ergebnissen wird die Menge M(N,, &) 
[M)v, bei Rado, a.a.O.] aller z mit N(z,,&)<=N, untersucht. Über die Rado- 
schen E>gebnisse hinaus gelingt vor allem die explizite Angabe von M(N,, &) im Falle, 
daß &, ein Polygon ist. M(N,,X) läßt sich dann aus endlich vielen Kreisen und 
Ellipsen konstruieren. @. Köthe (Münster). 

Sispänov, Sergio: Berechnung eines vielfachen Integrals. Bol. mat. 11, 118—125 
(1938) [Spanisch]. +00 rn 

L’auteur caleule par recurrence U, = E . -[erda, a0 OU Er > au 


—{oo 
— 
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n 

+2 Dh, +2 %cyu2, (Ü< 7). Soient Any4ı le discriminant de la forme rendue 
1 


homog£ne, D, celui de la forme quadratique obtenue en annulant les b,. Si D, et 


ses mineurs obtenus en conservant un nombre quelconque de lignes et colonnes de 
a Ak 


R — 


m&mes rangs sont >0, U, = Vz: Dr, Brelot (Bordeaux). 


Iyengar, K. S. K.: Theorems on the funectional limits of derivatives of a function 
at infinity. Proc. Indian Acad. Sci. A 7, 343—356 (1938). 

Let f(z) be a real-valued bounded function, O, the oscillation of /"(z2)at = -+oo, 
k,,(—k) the lim f” (x) and lm /P(z) respectively. The following results are established. 

N) z>® 

(1) IE %,,%, >0, then (k,)? and (X)? are both <20,(1/k, + 1/%)-!, 0, = (20,05)"2. 
220, = KO ) OEN O ZH <A, and O5, ne ri” Qr!® where 
Kiss are absolute constant which can be estimated (in terms of r and n). (3) In 
cases r=n—2 and r=n— 1 the constants K„_2,n, Kn-ı,n do not exceed 


n—2 n—2 
> 3 2 and n!/23 2” Tespectively. It is shown that the results in (1) and (3) 
for n=3 are “the best possible” in a certain sense. J. D. Tamarkin. 


Levinson, Norman: General gap Tauberian theorems: I. Proc. London Math. Soc., 
II. s. 44, 289—306 (1938). 
Let X(z) and xK(z) € L(—oo, oo), k(w + iv) analytic in the half-plane v > 0, 


continuous for v>0 and equal to k(wu) = (27)-V2/K(a)e”'"*da for v=0. Let 


k(u+ iv) #0,v>0. Let {A,},A,=0be an increasing sequence such that A,,ı — 4; 
>D>0,j>0,c=2n/D and Aa positive constant while & is a real variable. It 
is assumed that 


(w | W ae Bu) rer 
Ko rl ee | Ei 
an O(u) is a positive even no .ı of u, non-decreasing for u>0 and such that 
fo ie, — Let Dar lrt (y)Jdy = f(x). The author proves that if 
x 1 k-zx 

K(y)dyi= M(X h M(X f X d if 
ma I a]. (y) = (X) where (X) <x for any < oo and ı 
‚Jim 2 {/(a) —}=+2, then „Im, 


a K. In particular, if lim a _ Bet oo, then C(,=1. — In case K(y)J=e-"®&, 


< Aedlv| w=u+tiv, v>0, 


= ‚|< = (,%2 where CO, depends only on D 


Ay = logt„ this theorem reduces to an important theorem proved by Hardy and 

Littlewood [Proc. London Math. Soc., II.s. 22, 254—269 (1924). Tamarkın. 
Duraüona y Vedia, A., und €. A. Trejo: Konvergenzbereiche der Doppelintegrale 

von Laplace-Stieltjes. Contrib. estud. ci. fis. mat. 1, 315—327 (1937) [Spanisch]. 
The identity 


bd bd zy 
[[t@, Wo, Wahlz, y) =/[[Hz, wi | [o(u, v)dhlu, | 


ac 


is used to obtain conditions for the convergence of 


f@, w) =[ [ee?- wdr(e, o) 
00 


for R(z)>o, R(w) >ß, such as 
lim lg|r(&, io)| 


1 0 0). 
ET) («>0,8>0) 


Macintyre (Aberdeen). 
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Reihen: 
Bosanquet, L. S.: An analogue of Mercers’ theorem. J. London Math. Soc. 13, 
177—180 (1938). 
Le the&or&me de Mercer 6tablit la convergence de la suite {z,} sous I’hypothese- 


de celle de la suite {y„}, oü 7 Ser 
n q 
I = TUT T(k) Y%k 


aveceg=r-is,r> —1. L’auteur demontre la convergence absolue de la suite fu} 


c’est-A-dire celle de la serie I)(@„ — 2,_ı) supposant que la suite {y,} converge absolu- 
T 


ment. Pour r—= —1 il donne des exemples qui prouvent que ces resultats ne sont 
plus exacts. Pour r< —1, cas consider par Hardy, il remplace €galement la con- 
vergence ordinaire par celle absolue. E. Kogbetliantz (Paris). 
Menchoff, D.: Sur une gen6ralisation d’un th&or&me de M. M. Hardy et Littlewood. 
Rec. math. Moscou, N.s. 3, 367—372 (1938). 
L’au. donne une generalisation nouvelle du th&oreme classique de Hardy et 


Littlewood pour l’inversion du procede de sommation d’Abel: soit la serie Da, 


© n=[a*t!]-ı 
sommable A, c’est-A-dire 2 a„2"— 8, lorsque 2—1; soit pour }, A>1, lasomme = An 
0 n=|i 


etendue & toutes les valeurs de n, [A] <n<[A**!], pour lesquels les nombres a, sont 


positifs, est limitee pour k=1,2,3,..., alors la serie >, est convergente. 
\) N.Obrechkoff (Sofia). 
Sidon, $.: Über Fourier-Koeffizienten. J. London Math. Soc. 13, 181—183 (1938). 
Generalizing two unpublished results of P. Erdös, the author shows that, if 


n 
T(«) = D/)(a, coskx + b,sink«) is an arbitrary trigonometrical polynomial of order n, 


if mm >g> 1. forıl=1,2,...D, and ER, <n = ng ,ı, then 


Dad < ir) aD = BONIEL, ), 
k=1 0 : 


where C, is an absolute constant and C,(g) depends only ong. A.Zygmund (Wilno). 

Littlewood, J. E.: Mathematical notes (14): On a theorem of Hardy and Littlewood. 

J. London Math. Soc. 13, 194—195 (1938). 
A function V(0) ((<S9=<2n) is said to be of “bounded ®-variation”, if the 


n 
sum %, D(|V(9,) — V(@,_1)]) is bounded for any subdivision 0=0,<0,< :-- < 0,= 27 
K=1 


of the interval (0, 277) (®(u) denotes a function defined and non-negative for u> 0), 
Hardy and Littlewood proved [Math. Ann. 97, 159—209 (1926)] that, if a func- 
tion U(0) and its conjugate V(@) are both of bounded variation, the Fourier series 
of U(6) converges absolutely. In this note, answering a problem of L.C. Young, 
the author shows that the above result does not hold, if the condition on U is retained 
but V is supposed to be of bounded ®-variation, where D(u)/u decreases to 0 with u 
(eg. F PW=wW,r>1). A.Zygmund (Wilno). 

Huntemann, H.: Über den Wert der Reihenentwieklung meromorpher Funktionen 
hei linearen Summierungsverfahren. Deutsche Math. 3, 390-402 (1938). 

The author calls an arbitrary sequence s,, 85,.... ., 5, ... . auswertbar (for short: a.) 
to the value s, if there exist a finite set of (real or complex) numbers Ay,Gg,...,0, 


D 

” wg) * ” - * 

such that „im > a;$n4:—s. A method V of summing sequences is said to be linear, 
i=1 
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if: (&) every sequence convergent to s is summable V to s, (b) if {»,} is summable F 
to s, {f„} is summable V to t, then {as, + bi„} is summable V to as + bt, (c) if the 
sequence $1,89,... is summable V to s, so is the sequence 141, Sm+2; - - -, for every 


value of m. Among others the following results are established. (1) If 3a; =], 


i=1 


vr . 
Li =|1, Lan > S Zbesnrr > 8, then s, = 85. (2) If a sequence {s,} is a. 
= i= = 


to the value s,, and is summable by any linear method V to the value s,, then s, = 3,. 


(3) Any linear combination of sequences that are a. is also a. (4) The power series 


Da„2" of any function /(z) meromorphie in the open plane is a. at every regular 
n=0 


point 2, to the value f(2,). (5) If the power series of anv meromorphic function f(z) 
is summable at a regular point 2, by any linear method of summation, the value of 
the sum must necessarily be f(2,). 4A. Zygmund (Wilno). 


Spezielle Funktionen: 

Barna, Bela: Über die elementare Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels 
und der Modulfunktion. Mat. termeszett. Ertes. 56, 893—907 u. deutsch. Zusammen- 
fassung 908—909 (1937) [Ungarisch]. 

Almost identical with the paper of the same author published in J. f. Math. 178, 
129; this Zbl. 18, 301. In addition the classical properties of the modular function 
are derived. G. Szegö (Stanford Univ., Cal.). 

Watson, 6. N.: A note on the polynomials of Hermite and Laguerre. J. London 
Math. Soc. 13, 204-209 (1938). 

Verf. geht von der bestimmten Integraldarstellung für das Produkt zweier Her- 
mitescher Polynome verschiedener Ordnung aus, die W.N. Bailey gefunden hat und 
wobei der Integrand ein Hermitesches Polynom von einer Ordnung gleich der Summe 
der zuerst genannten Ordnungen enthält. Er gibt einen einfacheren Beweis für diese 
Formel, indem er von einem Konturintegral in der komplexen Ebene ausgeht, das 
sich durch Partialbruchzerlegung durch eine doppelte unendliche Reihe darstellen läßt, 
deren Glieder Produkte Hermitescher Polynome sind. Man kann das Konturintegral 
auch noch auf andere Weise bestimmen und erhält dann eine doppelte unendliche 
Reihe, wobei jedes Glied ein bestimmtes Integral enthält, dessen Integrand, ein Her- 
mitesches Polynom enthält. Durch Gleichsetzen der beiden Reihenentwicklungen ge- 
winnt er die Ausgangsformel. Verf. leitet eine genau analoge Formel für das Produkt 
zweier verallgemeinerter Laguerrescher Polynome ab. Auch hierbei gibt er zwei Be- 
weise, wobei der erste demjenigen Baileys analog ist, während der zweite von der 
Auswertung eir s Konturintegrals ausgeht. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Bailey, W.N.: An integral representation for the product of two hermite poly- 
nomials. J. London Math. Soc. 13, 202—203 (1938). 

Verf. geht von einem bestimmten Integralausdruck für das Quadrat einer Weber- 
schen Funktion aus, wobei der Integrand eine Webersche Funktion enthält, deren 
Index das Doppelte ist vom Index der zuerst genannten Weberschen Funktion. Diese 
Formel wurde von Howell unter Benutzung der Mellinschen Umformung erhalten. 
Verf. gibt für diese Formel einen neuen Beweis, der von der Reihendarstellung einer 
Weberschen Funktion durch Webersche Funktionen niedrigerer Ordnung ausgeht. Er 
drückt dann die Weberschen Funktionen durch Hermitesche Polynome aus und findet 
zwei Verallgemeinerungen der Ausgangsformel: eine Darstellung für das Produkt zweier 
Hermitescher Polynome verschiedener Ordnung durch ein bestimmtes Integral, dessen 
Integrand ein Hermitesches Polynom enthält, dessen Ordnung gleich der Summe der 
zuerst genannten Ordnungen ist, sodann eine Integralgleichung für ein Hermitesches 
Polynom n-ter Ordnung. M.J.O. Strutt (Eindhoven) 


ht, 
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Feldheim, Ervin: Rösolution de quelques &quations fonetionnelles au moyen de poly- 
nömes d’Hermite. Bull. Sci. math., II. s. 62, 124—128 et 133—139 (1938). 
By using Hermite polynomials, the simultaneous integral equations 


+oo Foo j 
p(Y) = [fa)et=ievdz, \p(y)]? = (fa)?e*ivdz 


are treated under the conditions |9(0)|=1, |p(-Y)|= le(y)|, //(a)|=1. The 
result is 


fe) = repl- (1 -iy3)atl, ep (Hy), M=% 


By a similar procedure the equation 


+00 
[ptz +1) Hw)dt = e"« 


00 


is solved; we have en 1 
\-12 Are Ä 
(2) = (5 + “) esp[- (5 + a) (2x2 + 5b? + ich, 

a,b,c being arbitrary real constants. @. Szegö (Stanford Univ., Cal.). 
Erdelyi, A.: Asymptotische Darstellung der Whittakerschen Funktionen für große 
reelle Werte des Argumentes und der Parameter. Öas. mat. fys. 67, 240-248 (1938). 
. Der Verf. untersucht das asymptotische Verhalten der Whittakerschen Funk- 
tionen W;,m(2) und M;,„(2) bei großen Werten des Arguments z und der Parameter k 


und m (z, k und m reell). — Mit Hilfe der Sattelpunktsmethode berechnet der Verf. 
die Hauptglieder der asymptotischen Entwicklung und findet 


Seh mehren 
2 2 


Wie ee 


|; 


(2 sinh A)?” (m — k)rm-*y2(m cosh24 — k sinh 27) T 
- 5 tanhy + 2ky m+ 2 oo h ) s 1 
e x Mm Cc08 en 
a TE. 
(m + k)"+*(m — k)®-* Ym cosh2y — ksinh2y % 
wo: 28 2037 2 
eng 2k + Yx 4kx + 4m 


v3 2m %) ’ 
k, m und z reell, m > k (bzw. m > |k]); z>0, |k|, m (bzw. |m|), x wachsen derart 


über alle Grenzen, daß die Quotienten 7 und - festgehalten werden (A und % be- 


deuten die positiv reellen Werte). — Als Spezialfälle werden für 
R,(e) = V 55 W,.(22) 
und i Er 
I,(@) = i”J,(i2) = ———— ‚(2 
() = ir deli) = M,»(22) 


die schon lange (und viel genauer) bekannten Ergebnisse 


K,(v cosech«) = Ne e->(tanh & — &) t +0 6) 
v 


und tanha 


+ “—a 1 
I,(v cosech «) = % Int (tanh [1 + o() 
erhalten. 8. C. van Veen (Dordrecht, Holl.). 
Bateman, H.: Coulomb’s funetion. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 24, 321—325 
(1938). 
Verf. betrachtet die Funktionen 


C,„(a, x) = [exp(—x Cofu) Eof(nu)du; S,„(a, 2)=[exp(-z Einu) Cof (nu) du 


und erhält durch Anwendung des Binomialsatzes Reihenentwicklungen für diese Funk- 
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tionen mit dem Index 0, wobei die Reihenglieder unvollständige Gammafunktionen 
zweiter Art enthalten. Durch Anwendung eines unendlichen Integralausdrucks für 
diese Gammafunktionen ergeben sich nach einfacher Zwischenrechnung unendliche 
Integralausdrücke für die obengenannten Funktionen mit dem Index Null, wobei die 
Integranden Besselsche Funktionen nullter Ordnung enthalten. Durch eine weitere 
Transformation gelingt es, die Funktion C‘, mittels eines unendlichen Integralausdruckes 
mit der Funktion S, zu verknüpfen. Indem Verf. von einem unendlichen Integral- 
ausdruck ausgeht, dessen Integrand ein Legendresches Polynom enthält, definiert er 
eine Funktion W,, für die er eine Differentialgleichung sowie eine Reihe von Rekursions- 
formeln ableitet. Er zeigt darauf, daß in gewissen einfachen Fällen diese Funktion W, 
dazu dienen kann, eine unendliche Reihendarstellung der Funktion C, zu erhalten. 
Für die Funktion W, leitet Verf. eine Integraldarstellung sowie eine weitere unendliche 
Reihendarstellung ab. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 


Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 

Kakeya, Söiehi: Some remarks on the uniqueness of solution of a differential 
equation. Proc. Imp. Acad. Jap. 13, 169—171 (1937). 

Es sei A(w, v) stetig differenzierbar für v<v und A(w, u) = u, aber A(u,v) >v 
für u<v; ferner sei f(x; y) stetig für O<r <I, -o<y<-+oo und 

A,(u, v) (2, u) + A,(u, v) f(z,v) = F(z, Alu, v)) 

für0<z<l, w<v. Dann geht durch den Punkt 0,0 nur eine Integralkurve der 
Differentialgleichung y’=f(z, y). Beispiel: A=u-+c(v — u); man erhält damit 
ein Eindeutigkeitskriterium von Kitagawa (vgl. dies. Zbl. 6, 14). Ein zweites Ein- 
deutigkeitskriterium zieht zum Vergleich mit den Integralkurven der Differential- 
gleichung nicht, wie sonst üblich, wieder Integralkurven einer Differentialgleichung, 
sondern Kurven einer allgemeineren Schar heran. Für den längeren Wortlaut muB 
auf die Arbeit selber verwiesen werden. Kamke (Tübingen). 

Kakeya, Söichi: On linear differential equation which admits a linear differential 
transformation. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III. s. 20, 365—373 (1938). 


Ist n 
Py = hie) ym, In =1 


und 


Qy= dgl) y®, m=1: 
vu=0 


so wird von der Differentialgleichung Py = 0 gesagt, sie lasse die Transformation @ 
zu, wenn für jede Lösung y von Py=0 auch PQy = 0 ist. Verf. leitet (ohne nähere 
Festlegung der Voraussetzungen) zunächst einige Sätze von Frobenius und Heffter 
über lineare Differentialausdrücke her und gewinnt aus diesen den von Fayet [C. R. 
Acad. Sci., Paris 204 (1937); dies. Zbl. 16, 23] aufgestellten Satz: Die DGl. Py=0 
geht durch eine Transformation 
=u(a) nl), Ela)=vla) 
in eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten genau dann über, wenn 
sie die Transformation Y.rE 
Qy = et 

zuläßt. Kamke (Tübingen). 

Hukuhara, Masuo: Sur les points singuliers d’une &quation diffErentielle ordinaire 
du premier ordre. III. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., III. s. 20, 409—441 (1938). 

Es handelt sich in der Hauptsache um asymptotische Entwicklungen für die 
Lösungen der Differentialgleichungen 


Y@a=fl@,y) ) ud Ya)=ylil,y)- (2) 
Über die Funktion f wird dabei vorausgesetzt: f(z, %) =D a,(2)y ist gleichmäßig 
K=0 
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konvergent für jaez— n|=#(<}n), Rs=—R, FIEZE 4 (2) stetig für 
laex  r|<9, Rr=s—R, und im Inneren dieses Bereiches regulär; a,(z) hat 
für |2]> ©, jare 2 — n|=# eine asymptotische Entwicklung 


a,(2) -Da,re”*, 
v 


wobei im Falle (1) @90= 0, @, = A und im Falle (2) «,0— A sei. — Für die Differen- 
tialgleichung (1) und eine Lösung y(x) wird zunächst formal 
yadae”u (3) 
2,4 
angesetzt und angenommen, daß die Transformation eine eindeutige Umkehrung 
ur 2 Bra’ yt 
besitzt. Man erhält dann statt (1) eine Differentialgleichung für w, deren Lösung nach 
geeigneten Festlegungen der &,, angegeben werden kann (z.B. u= Ce%, falls A keine 
ganze Zahl =O und keine rationale Zahl <0 ist). Für die so bestimmte Funktion u(z) 
liefert (3) eine formale Lösung von (1), und (3) kann dabei als asymptotische Ent- 
wicklung einer Lösung angesehen werden. Entsprechend wird bei (2) verfahren; die 
Lösungen erscheinen hier in der Gestalt 
y=(ed*o(z, Ce), 
wo sich für @(t,u) asymptotische Entwicklungen angeben lassen. Die Ergebnisse 
werden ausgedehnt auf Differentialgleichungen 
y=I(,y, 4) 
mit einem Parameter u. Vermißt werden Literaturangaben. (II. vgl. dies. Zbl. 14, 18.) 
Kamke (Tübingen). 

Satö, Tokui: Sur P’öquation differentielle y’ = f(z,y,y). Proc. Imp. Acad. Jap. 
13, 348—351 (1937). 

Verf. betrachtet die Lösungen der Differentialgleichung 4” = f(x, y, y'), für die 
y(0)=1 ist, und beweist unter zum Teil überflüssigen Voraussetzungen, daß y, (2)< %,(x) 
und (2) < (x) ist, falls y(0) < (0) ist. Der Beweis dafür, daß es unter den 
Voraussetzungen des Verf. genau eine Integralkurve gibt, welche die x-Achse berührt, 
scheint nicht korrekt zu sein; jedenfalls hat Ref. nicht einsehen können, daß % diese 
Eigenschaft hat, wenn diese Kurve die x-Achse genau einmal trifft (8. 349 Mitte). 

Kamke (Tübingen). 

Berstein, I.: On fluetuations in the neighbourhood of periodie motion of an auto- 
eseillating system. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 20, 11—16 (1938). 

Es wird ein System behandelt, das durch die Differentialgleichungen 
"d=y+tarßy)+il, YyO=-z+uCl,Yy)+gE) 
beschrieben ist, wo u ein hinreichend klein zu wählender Parameter ist. Die Behandlung 
der Differentialgleichungen erfolgt unter physikalischen Gesichtspunkten, und zwar 
interessieren die Lösungen in der Nähe einer periodischen Lösung. Es wird dabei 
Bezug genommen auf die sog. Einstein-Focker-Gleichung, deren Lösung in einem Sonder- 

fall angegeben wird, der „isotropischen“ Schwankungen entspricht. Kamke. 

Diatehenko, V.: Sur une elasse d’&quations ordinaires lin&aires difförentielles avee 
des coeffieients rationnels. J. Inst. Math. Acad. Sci. Ukraine Nr 1, 17—24 (1938) 
[Ukrainisch]. 

On considere la classe d’&quations ordinaires lindaires differentielles avec des co- 
efficients rationnels et un systöme fondamental d’integrales en forme erw, Wde, 
ou R(z, u)-est la fonction rativanelle sur la surface de Riemann. Autoreferat. 

Mitrinovitch, Dragoslav $.: Theor&mes relatifs ä l’&quation difförentielle de Rie- 
eati. ©. R. Acad. Sci., Paris 206, 411—413 (1938). 

Indem man die Gleichung y’= A(2)y? + B(2)y + C(x) in der unterbestimmten 
Form y’= A(y- 9)?+0(y— 9) +9'-+o schreibt. sieht man leicht, daß sie durch 
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zwei Quadraturen lösbar ist, wenn ® so bestimmt werden kann, daß 
0 — B\2 —B 0 — BV 
A el 
wird. Ähnlich kann man Fälle finden, in welchen die Gleichung durch eine einzige 
Quadratur lösbar ist. W. Feller (Stockholm). 
Hurd, €. C.: Asymptotie theory of linear differential equations singular in the 


variable of differentiation and in a parameter. Töhoku Math. J. 44, 243—274 (1938). 
Gegeben ist die Differentialgleichung 


N 
Ze Na... I)y9@,ı)=0, (1) 
wobei a, =1, «#0, h ganz sein soll und die Reihen 


A_x(z, A) = 2, 9n-,,(2) i2? 


d oo 
Sn An %,v(%) = N 
u=0 
(02 -x,» ganze Zahlen, die eine feste Zahl P nicht übersteigen) für alle hinreichend 
großen |z|, |A| konvergieren sollen. Ist o(x) eine mehrfache Lösung der „charak- 


teristischen‘“ Gleichung > 0 
0,56) =.0; 
a n-u0 e 


so soll für sie nicht zugleich 
el 


a. 
ESTER, zo 
k=0 


erfüllt sein. Dann besitzt die Differentialgleichung (1) ein Hauptsystem von formalen 
Lösungen von der Gestalt 


sg(2, 1) = een Darfa], eo g=h..,n m<n-ho=P), 
v=0 


wobei [x], eine Funktion von der Gestalt 
m oo 
Droge >ibunE 
u=0 a=0 


ist. Sind R, W Bereiche in der x- bzw. A-Ebene, die nicht beschränkt sind und noch 
gewisse zusätzliche Bedingungen erfüllen, so gibt es für (1) ein Hauptsystem von 
analytischen Lösungen derart, daß in diesen Bereichen 
y,(2, A) 8,(%, A) 

gilt, wo diese asymptotische Bezeichnung in dem in der Arbeit präzisierten Sinne auf- 
zufassen ist. Die Arbeit ist eine Fortführung zweier Arbeiten von Trjitzinsky 
(vgl. dies. Zbl. 8, 255 u. 14, 348). Kamke (Tübingen). 

Digel, E.: Über die Bedingungen der Existenz der Integrale partieller Differential- 
gleiehungen erster Ordnung. Math. Z. 44, 445—451 (1938). 

In dem Gebiet (1) |e -&|<a, -o<y,2,9< +00 möge f(x, y,2,g) stetig 
sein und stetige partielle Ableitungen f,, f,, f, besitzen. Diese Ableitungen seien dem 
absoluten Betrage nach <A (=1) und mögen außerdem in (1) eine Lipschitzbedingung 
in bezug auf y,2,q mit A als Lipschitzkonstante erfüllen. Die Funktion &(n) sei für 
alle »» definiert, differenzierbar und genüge einer Lipschitzbedingung mit der Kon- 
stanten M, ferner sei für eine Konstante B 


1+jo'm|+M=B und 4a4B=1. 
Dann hat die Differentialgleichung 


2a 2,55) 
OR BER 


= 
k 


(k ganz) 
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in dem Gebiet | — &] <a, -o<y<-+mein Integral z = y(z, y), das die Kurve 
z=&,y=n,2=ow(n) für -oo<n< +oo enthält. Das Wesentliche ist, daß für f 
und ® nicht die Existenz der Ableitungen zweiter Ordnung benötigt wird. Für diesen 
zuerst von Wazewski [Math. Z. 43 (1938); dies. Zbl. 17, 399] bewiesenen Satz gibt 
Verf. einen erheblich einfacheren Beweis. Kamke (Tübingen). 

Piseounov, N.: Le probleme aux limites pour l’&quation aux derivdes partielles. 
du type hyperbolo-parabolique. Rec. math. Moscou, N.s. 3, 259—267 u. franz. Zu- 
sammenfassung 267—269 (1938) [Russisch]. 

Folgende Sätze werden bewiesen (bzw. in der franz. Zusammenfassung ausge- 
sprochen): Wenn die Anfangswerte für t = 0 nicht analytisch sind, so hat das Cauchy-. 
sche Anfangswertproblem für %,, — Uy = u, entweder keine Lösung, oder dieselbe 
ist nicht eindeutig. — Es seien 9,(&,t) @=1,2) zwei für Osf=sa hst=t, 
definierte Funktionen mit 9,(0,t) =9,(0,t); für jedes n sollen die Ableitungen 
pP (E,t) = Orop;(&,t)/öt" existieren und mit geeigneten Konstanten M und K sei 
|pP(&,t)| < M(2n)!/k"; schließlich sollen Op;(£, t)/dE existieren und stetigsein. Dann 
gibt es eine und nur eine Lösung von w,, = w mit u(0, y,t) =9,(y,t) und u(z, 0, £) 
= 9,(2,). Wenn die g;(£, t) bloß endlich viele Ableitungen nach £ besitzen, so braucht 
es keine Lösung der letztgenannten Anfangswertaufgabe zu geben. W. Feller. 


Integralgleichungen, Integraltransformationen: 


Smirnoff, N.: Sur Papplieation de P’integrale de Fourier aux &quations intögrales 
non-lineaires. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 19, 3—7 (1938). 
Integral equations of the form K,(2) = N(z, u), u(z) = K,(2) + N(z, u) where 


N(z, u) =2 /:- [Eılayı ... Y)u(Yyı) -- - u(ye)dyıdyy...dy. by means of Mellin 


transforms are reducible to algebraic equations in Mellin transforms of the unknown 
function %. The author gives conditions under which this formal method is justified.. 
The same result is achieved, in the case where N(x, u) is replaced by N,(z, u) 


n [6,0] 
— f- . - [Kr(a+ Yyıt+ + y)u(yı)... v(yr)dyı - - . dyr, by means of Fourier trans- 
=1°0 


forms.Analogous method may be applied for kernelsoftheformK (&gC+&1%ı ++ &rYı) 
or K(z°yj...y*) where ,=-+l. J. D. Tamarkin (Providence, R. 1.). 

Wiener, N., and H. R. Pitt: On absolutely convergent Fourier-Stieltjes transforms.. 
Duke math. J. 4, 420—436 (1938). 

A classical result of Wiener is that if F(z) is continuous and periodie and has 
an absolutely convergent Fourier series, then the Fourier series expansion of 1/F(x) 
is also absolutely convergent, provided inf |F(x2)|>0 [Ann. of Math. 83, 12 (1932); 
this Zbl. 4, 59—60]. This result was extended to almost periodic functions by Cameron 
(this Zbl. 18, 210) and by Pitt (this Zbl. 18, 353). The authors consider the more 


general class A of functions F(x) = j, e-ivzdf(y) where f(y) is of bounded variation 


over (—00,00) and show that the analogous result does not hold for the class X. 
Let /=h-+ 9-+5 be the Lebesgue decomposition of finto the sum of a saltus function, 
an absolutely continuous function, and a singular function ; let 7, @, S be the correspond- 
ing Fourier-Stieltjes transforms so that F(x) = H(x) + @(x) + S(z), and let in general 


T{F(a)} =/[|d/(y)|. The following results are established. (1) Let GF,F-ıE4 


while inf |F+G|>0; then [F+GJIEX. (2) Let FEN, inf|F|>O and 
T{S(z)} <inf|A|. Then F(z)-ıEX. (3) Let O<6’< ö; then there exists a func- 
tin SEA with |S|<6, T{S(2)}—=6 and such that if inf|A|=6 then 
F(2)"1=[H(x) + S(x) + G(z)]"! does nor EX for any @(z), even if inf |F|>0. 
J. D. Tamarkin (Providence, R.1.). 
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Wiener, Norbert, and Aurel Wintner: Fourier-Stieltjes transforms and singular 
infinite eonvolutions. Amer. J. Math. 60, 513—522 (1938). 
Let F(x) be continuous and monotonie on [—-n,n] and lt „= «(F) 


= (2r)-1fen=dF(2) =t_„n, n=0,1,2,... By Riemann-Lebesgue theorem 


(*) m =o(l) if F(z) is absolutely continuous, but, according to an example by 
Menchoff [C. R. Acad. Sci., Paris 168, 433—436 (1916)], there exists a singular 
function F(z) tor which (*) still holds. Littlewood has recently proved that there 
exists a singular function F(x) for which even „= o(n-*) where k is a certain con- 
stant (this Zbl. 15, 64). The authors prove that for every & > 0 there exists a singular 
(monotonic) F(z) for which „ =O(n-V2+:). J.D. Tamarkin (Providence, R.1.). 
Hille, Einar: Bilineer formulas in the theory of the transformation of Laplace.. 
Compositio Math. 6, 93—102 (1938). & 
If I), = [e”""F(u) du 
then any expansion of the form 5 


er - Io.) Y.(2), 


in which {®,(u)} is a normal orthogonal system for the interval (0, 00), gives rise to 
a pair of associated expansions 


Fo Ian PulW), f(e) PLN ACH 


The relations between these formulae are considered in the case of quadratically 
integrable functions. E.C. Tüchmarsh (Oxford). 
Widder, D. V., and N. Wiener: Remarks on the elassical inversion formula for the 
Laplace integral. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 573—575 (1938). 
If Ö(t) belongs to L?(0, oo), then it has a Laplace transform 


fo + ir) = [er +) dt, 
0 


the integral being absolutely convergent for o >0 and a limit in mean for o =. 


It is shown that the inversion formula 
c+ia 


’ 1 5 BD); >, 
Lim; [fee ds=| Oo. 
e-ia 


is false (f(s) #0) for c>0 and valid frrc=0. For alce=0 


& 
} 1 ANTBFIDN), 0 
Lim. [14 ine dr | Den 
Sf E.C. Titchmarsh (Oxford). 
MeLachlan, N. W.: Historical note on Heaviside’s operational method. Math. Gaz. 


22, 255260 (1938). 


Funktionalanalysis, Funktionalräume: 


Soukhomlinoff, 6.: Über Fortsetzung von linearen Funktionalen in linearen kom- 
plexen Räumen und linearen Quaternionenräumen. Rec. math. Moscou, N. s. 3, 353—357 
u. deutsch. Zusammenfassung 358 (1938) [Russisch]. 

Der Verf. betrachtet abstrakte Räume vom Typus (B), für welche die Multi- 
plikation mit komplexen Zahlen bzw. mit Quaternionen vorausgesetzt wird. Es werden 
lineare Funktionale definiert und sogar, im Quaternionenfalle, von zwei Arten, je 
nach der links- und rechtsseitigen Multiplikation, mit einer Quaternion. Dann werden 
aus dem Funktional zwei bzw. vier Bestandteile vom reellen Verhalten ausgesondert, 
deren Norm der Norm des Urfunktionals gleich ist. Dies gestattet, den Satz über 
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die Fortsetzbarkeit des linearen Funktionals von einem linearen Unterraume über 
den ganzen Raum mit Erhaltung der Norm mittels der Reduktion auf die Bestand- 
teile zu beweisen. Kerner (Warszawa). 
Pinsker, A. 6.: La reprösentation analytique de quelques fonetionnelles partiellement 
additives. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 18, 399—403 (1938). 
The general functional continuous on the Lebesgue space L(a, b) and partially 
additive in the sense that I(2+ y) =I(a) + I(y) if z(ö)y(t) =0 is given by the 


b 
formula /(z) = [ F[x(t), t{]Jdt where (I) F(p,t) is continuous in p, (II) for each 7, 
@ . 
F(p,t)€ L(a, b), (II) for each p, |F(p,t)|< K|p| + D(t) where K is a constant 
and ® isin L(a, b) and (IV) F(0, t) = 0 almost every where. If one supposes that the 
functions in Z(a, b) vanish outside (a, b) and demands that I(x) = I(y) if z(t +) = y(t) 
; 


then I takes the form I(x) = ji F[x(t)]Jdt where F is a continuous function vanishing 


a 
at the origin and |F(p)|< K|p| + C. The general forms of the functionals partially 
additive in the sense that I(2 + y) = I(z) + I(y) if z(t)y()=0 (or if z(t)y(l) < 0) 
are also given and analagous theorems are stated for the space 1. N. Dunford. 

Taylor, A. E.: Additions to the theory of polynomials in normed linear spaces. 
Töhoku Math. J. 44, 302—318 (1938). 

A summary is given of the fundamental properties of polynomials defined on a 
normed linear space and having values in another such space. The theorems on bounded 
families of analytic functions proved elsewhere (see this Zbl. 18, 365) by the same author 
under the assumption that E and EZ’ are both complete, are here given in the case Z’ 
only is assumed complete. If a sequence of homogeneous polynomials, each of degree k, 
converges then their moduli are bounded and the limit function is a homogeneous of 
degree k. This is proved for the case E, E’ both complete. If a homogeneous polynomial 
operation h(x) of degree n is defined on the real space E(R) and one forms the complex 
space E(C) of couples (z, y) of points of E(R) with multiplication by scalars defined 
by (a + ib) (z, y) (ax — by,bx + ay) then there is a homogeneous polynomial opera- 
tion H(z), 2=(%, y), of degree n on E(C) with H(z) = kh(x) when z= (2,0). The 
extension can not in general be made without an increase in modulus. Several repre- 
sentation theorems are given including one on the representation of homogeneous 
polynomials on classical Hilbert space. N. Dunjford (New Haven). 

Goldstine, Herman H.: A multiplier rule in abstraet spaces. Bull. Amer. Math. Soc. 
44, 388-394 (1938). 

The author considers the problem of minimizing a functional f(z, #), where x 
and u range over open sets in normed linear spaces, subject to side conditions of the 
form ®(z, u) =0, yıl®, u) = - = y,(&, u) = 0, where f and the functionals %y% 
are real-valued, and ® has values in another normed linear space. Certain further 
assumptions are made on the transformation ® in order to facilitate the reasoning. 
The multiplier rule is expressed in terms of the differentials of these functionals. From 
this theorem the multiplier rule for the problem of Bolza is deduced as an illustration. 

Graves (Chicago). 

Saks, S.: Integration in abstraet metrie spaces. Duke math. J. 4, 408—411 (1938). 

A simplified proof of a theorem of Banach (Note II in the book by Saks, Theory 
of the Integral, 2nd ed., 1937, p. 326) to the effect that if H is a compact metric space 
and ® a non-negative linear functional defined over the space Cy of continuous func- 
tions on H, then there exists a measure in H, u(=), such that ®(g) — ji g(x) d u(z) 

H 


for any g(x) continuous on H. Any linear functional on Cy can be represented in 
the form above, with u a general completely additive function of Borel sets of H. 
J. D. Tamarkın (Providence, R.1I.). 
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Funktionentheorie : 


Alisbah, Orhan Hamdi: Über analytische Funktionen, die im Inneren des Einheits- 
kreises beschränkt sind. Rev. Fac. Sci. Univ. Istanbul, N. s. 3, 280—283 (1938). 
Remarks on the coefficient problem. Macintyre (Aberdeen). 


Walsh, J. L., and W. Seidel: On the derivatives of funetions analytie in the unit 
‚eirele. Pe Nat. Acad. Sci. U.8.A. 24, 337—340 (1938). 

A statement of inequalities Telating to univalent, bounded, and “Schottky” 
functions to be discussed in detail elsewhere. Macintyre (Aberdeen). 


Golusin, 6. M.: Einige Koeffizientenabschätzungen für schlichte Funktionen. Rec. 
math. Moscou, N. s. 3, 321—330 u. deutsch. Zusammenfassung 330 (1938) [Russisch]. 

Continuing the methods of Prawitz [Ark. Mat. Astron. Fys. 20 A, Nr 6 (1927 to 
1928)] the paper obtains further inequalities for the coefficients of univalent functions 
of the form z-+a,2”" +a,,12"*!+---, considers also functions 2 + a,2”"+® 
+ 41412 """1+ ..-, and inequalities for the functions themselves. Mascintyre. 

Besse, Jean: Sur le domaine d’existence d’une fonetion analytique. Comment. math- 
helv. 10, 302—305 (1938). 

Il s’agit du theor&eme d’apres lequel, etant donne un domaine D du plan de la 
variable complexe z, il existe toujours une fonction f(z) holomorphe dans D qui n’est 
pas prolongeable au delä de la frontiere F de D. L’auteur montre que la d&monstration 
de Pringsheim (Vorlesungen über Zahlen und Funktionen, t. 2, p. 987—988; ce Zbl. 
5, 199) basee sur l’expression de f(z) au moyen d’une serie de fractions rationnelles, 
est insuffisante, et il apporte le complement necessaire. Il montre aussi que les de- 
monstrations donnees, & la suite de Mittag-Leffler, par Osgood, Pringsheim, 
Bierberbach (voir par exemple Bierberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, 
1934, I, 295) sont egalement insuffisantes. (Note du Ref. Ces d&monstrations se com- 
pletent aisement. Supposant que le point & l’infini appartient & D, et CO etant un 
carre contenant F & son interieur, on subdivise D en 4” carres egaux, n=1,2,... 
[comp. Bieberbach], on forme les domaines D(n, j) composes avec ces carres et 
completement interieurs a D; on prend pour zeros les sommets des carres qui sont 
interieurs & D et situes sur les frontieres des D(n, 5).] @. Valiron (Paris). 

Ganapathy, Iyer V.: Topies in the theory of analytie funetions. I. Analytie funetions, 
their representation, analytie eontinuation and singularities. Math. Student 5, 131—154 
41938). 

Cet article est le premier d’une suite d’exposes sur les principes fondamentaux 
‚et les developpements recents de la theorie des fonctions analytiques. Il donne les 
notions classiques sur les ensembles et les domaines, la definition des fonctions analy- 
tiques (points de vue de Cauchy et de Weierstrass et leur comparaison), leur re- 
presentation par des series, la definition des singularit&s des fonctions uniformes et 
des fonctions multiformes. @. Valiron (Paris). 

Newsom, €. V.: On tue eharaeter of certain entire funetions in distant portions of 
the plane. Amer. J. Math. 60, 561—572 (1938). 


Let f(z) = ?g(n) 2° be an entire function of z while the coefficients g(n) are 
0 


such that g(w) is an entire function of w=z-+iy and |g(c-+iy)|<K expf{kr|y|} 
where K is a constant and k a given positive integer. Under ea asumptions f(z) 
admits of the ne representation for _ı < erg(h 2) < 


to =[ fl; (a | ar _ Zum + &0,2) 


SINITET 
-1- 1/2 


where l is any positive integer, the sign + is yakea ine as k is odd or even, and 
2&,(,2)>0 as |2|> ©. J. D. Tamarkın (Providence, R.1.). 


* 
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Dinghas, Alexander: Über eine Eigenschaft der Charakteristik von meromorphen 
Funktionen in einer Halbebene. Math. Z. 44, 354—361 (1938). 

Neue Beweise einiger Sätze über das Wachstum meromorpher Funktionen in einer 
Halbebene, welche Verf. früher (8.-B. preuß. Akad. Wiss.. 1988; dies. Zbl. 19, 33) 
angegeben hat. Rolf Nevanlınna (Helsinki). 

Weyl, Hermann, and Joachim Weyl: Meromorphie eurves. Ann. of Math., II. s. 39, 
516—538 (1938). 

Les aut. appellent courbe meromorphe C l’ensemble des points de l’espace & 
k dimensions dont les coordonnees homog£nes 2, (j = 0,1,...,k) sont des fonctions 
entieres d’un paramötre z, qui ne s’annulent pas simultanement. Les intersections 
de C et d’un plan «, de coefficients &,, sont donn6s par les zeros de I,&,x, comptes 
avec leur ordre de multiplieit&; n(r; &) designe le nombre de ces zeros dans le cercle 
l2|<r. 2, $tant donn&, il est loisible de supposer, moyennant une transformation 
de coordonn&es, que, au voisinage de z,, on a 
n=l+-.-,n=@—2)0 +, 9=(2@—20)P +, 0, al 20)% h=h-ıt 9; 
les nombres entiers e, &tant positifs; ces nombres e,; = e,(2,) sont les indices de stationne- 
ment au point 2,. La distance d’un point x & un plan & est donnee par |«z|? 


= | Da, : |; I]; ]%. Conformement & la methode d’Ahlfors (voir ce 
Zbl. 11, 259), les aut. introduisent l’expression 


2r 
1 1 : 
m(r; &) = are do, 2=rd?, 
ö 


et montrent que t(r) = n(r; &) + rumtr, &) est ind&pendante du plan &. Les inte- 
grales T(r) et N(r) de t(r):r et de n(r; &):r, prises entre r, et r jouent le röle des 
fonctions de m&me nom dans la theorie des fonctions meromorphes, on a 
N(r;) + m(r;&) = T(r) + m(ro; 6). 
La moyenne m(r) de m(r; &) prise sur la sphere I |«,|? = 1 est ind&pendante de r, 
T(r) est egal & la moyenne N (r) sur cette sphere de N(r; &), ce qui montre que 7‘(r) 
est fonction convexe de logr. Les auteurs introduisent aussi les moyennes N*(r; a) 
et m*(r; a) relatives aux plans passant par un point donne a. Appliquant ces r&sultats 
aux courbes C, v=2,...,k) definies par les points dont les coordonnees homo- 
genes z,,, sont les wronskiens des combinaisons v & » des z,, les aut. obtiennent les 
formules gen£rales N,(r; &) + m,(r; &) = T,(r) + m,(ro; &); N,(r) = T,(r); N*(r; a) 
u m, (r; a)= T,(r) + mf (r,; a), oü les fonctions en jeu sont les m&mes que ci-dessus, 
mais relatives& C,,v=1,2,...,k. Ils montrent ensuite que V,(r) &tant l’integrale, 
entre r, et r, de v,(r):r, avec v,(r) = Ill) —1J,ona 
lzI<r 


Ve + a) - 27,0) + T,un]= 0%, +9, 


ou C, est une constante et 


2 
1 
2,(r) — 3 1e8lKr 8, : X?] e dp, X? == Die, 


ö 

Suivant toujours la methode d’Ahlfors, les aut. obtiennent une borne de 2,(r): 
k 

On a presque partout Q,(r) < 7 log T,(r) — logr; puis ils donnent une formule de 

defaut relative aux moyennes m*(r;a): On a 


2,lr) + mt (r; a) = $gklogT,(r) + 3o(T,), 
la somme du ‚premier membre &tant relative & q points a,, pris en position generale, 
et w(T,) designant une fonction 0 de r telle que 


Tr v 
[Efewwau <cT,+c 
Te 0 
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< et c’ &tant des constantes, ce qui entraine que, presque partout, &(T,) < k logT,(r) 
— 2logr. [Note du R£f. Les resultats relatifs & » = 1 doivent &tre rapproches des 
&tudes sur les combinaisons lin&aires exceptionnelles de k + 1 fonctions dues  P.Mon- 
tel, d’indications donnees par le Ref. (voir C. R. Acad. Sci., Paris 189, 625 et 731 
(1929)) et surtout des travaux de H. Cartan (voir C. R. Acad. Sci., Paris 189, 727—729 
(1929), et Mathematica 7, 5—31 (1933); ce Zbl. 7, 415) qui a donne notamment une 
relation de defaut pour m(r; «).] @. Valiron (Paris). 


Aronszajn, N.: Un theor&me sur les fonetions analytiques de plusieurs variables 
eomplexes. Bull. Sci. math., II.s. 62, 149—160 (1938). 

Weitere Ausdehnung des Satzes von Nevanlinna und Ostrowski über die 
gleichmäßige Abschätzung Ii@)| < m» @ m1-»@ 


aller in einem gegebenen Bereich regulären Funktionen, die auf einer gewissen (hier 
niederdimensionalen) Mannigfaltigkeit dem absoluten Betrage nach <m und im ganzen 
Bereich <M sind. (Siehe auch vom gleichen Verf. dies. Zbl. 17, 74 und von Stefan 
Bergmann dies. Zbl. 8, 216 Schluß.) Behnke (Münster i. W.). 


Trjitzinsky, W. J.: Thöorie des fonctions d’une variable complexe definies sur des 
ensembles gönsraux. Ann. Ecol. norm., III. s. 55, 119-191 (1938). 
f(z, y) =u(z, y) +iw(z, y) designe une fonction monogene generale (Cac- 
‘cioppoli, cf. ce Zbl. 11, 119) dans un sous-ensemble ferme Ede K+(K), ou K est 
un domaine avec la courbe simple rectifiable (X) comme frontiere. Soit v(z, y) une 
fonction associee d’extension de u(z,y) (Whitney, cf. ce Zbl. 8, 249). Soit 
b(e) = sup|Av(z, y)| oü la distance de (z, y) & la frontiere dd K+(K)- Eest so. 
Soient y; les rayons de domaines circulaires B; recouvrant ensemble X + (K) — E. — 
On a pour & dans E— (RK): 


27 f(x) =h(&) + M(e) a) 
ou h(&) est analytique dans X et M(o) = I log(z — &) Av(z, y) dzdy, 
K+(K)-E 
Hene EN gaay. (2) 
K+{B)- BE 


En partant de (1) et (2) l’auteur etablit les &valuations de la rapidit& de la decroissance 
vers 0, d’une part de la fonction b(p) avec o — 0, d’autre part de y; avec %—;00, qui 
suffisent 1° pour que f soit m fois differentiable dans un sous-ensemble convenable 
de E et, & la fois, pour que ses derivees fP’ pour v»—=1,2,...,m s’obtiennent par la 
differentiation formelle de (1), 2° pour que M(«) et M®(x) soient representables 
par des series absolument et uniform&ment convergentes dans des sous-ensembles 


‚specifies de E, et qui sont de la forme 
a SS a, 


Ditogta NT %) i=1»=1 


i=1,= 
respectivement. A; designe le centre de B,, 4, = f [ Av(z, y) da dy, 
Qi 


Ay = ->/fia: — 2 Av(z,y)dady, 4,= zu (A; — 2)’ "1Av(z, y) dady 
Q% % 


et Q, est la partie de X + (K) — E contenue dans B,;, 3° pour que /(&) soit representable 
par une serie ad (&) absolument et uniform&ment convergente de fonctions analy- 


tiques dans Z. A Kajes Eee, dy, A,(a)=[ [log Errge y)dazdy, 
0,- 0,1 
oü O, designe erankle des points de X + (X) — E distants de >ı de la frontiere 


174 


erie puisse & j i & terme m 
de K + (K) — E, et pour que de plus cette serie puisse Etre differentiee tere & 
fois, 4° pour que M()=limT,(&) et pour que M)(a) = lim T, ))(&), ou 


T,(&) = >> 1,,;log(A,,; — &) dans E avec A,,, reels et A,,; appartenant aK+(K)—E, 
a 


la convergence &tant uniforme dans E, 5° pour qu’il existe une classe de sous-en- 
sembles Z, de E telle que les valeurs de {")(&) sur un arc y dans E, et sur un sous- 
ensemble non-dense de y respectivement determinent & elles seules les valeurs de /V(«) 
sur certains sous-ensembles connexes de E,, 6° pour que les valeurs des /N(a&,) 
(r=1,2,...), f(&) &tant supposde infiniment derivable, d&terminent & elles seules 
les valeurs de f(W(&) sur des sommes d. certaines lignes polygonales partant du point &, 
et contenues dans des sous-ensembles specifies de Z, la fonction #V(&) etant represen- 
table effectivement en fonction das valeurs /"(&,) (r=1,2,...) par la sommation 
de Mittag-Leffler iteree. Ici ]’ uteur obtient la gen£ralisation du resultat deM. Cac- 
cioppoli (cf. ce Zbl. 11, 119) Braun (Warschau). 


Fueter, Rud.: Integralsätze für reguläre Funktionen einer Quaternionen-Variablen. 
Comment. math. helv. 10, 306—315 (1938). 

Nachdem Verf. schon in seiner ersten diesbezügl. Arbeit (s. dies. Zbl. 12, 17) das 
Analogon für den Cauchyschen Integralsatz und die Integralformel in bezug auf die 
regulären Quaternionenfunktionen aufgestellt hat — wobei immer über die 3dim. , 
Randmannigfaltigkeit des 4dim. Bereiches integriert wird —, werden jetzt „Gaußsche 
Integralsätze‘‘ aufgestellt. — Ist R ein endliches, sich nirgends durchdringendes, 
orientierbares Hyperflächenstück, O der 2dim. Rand von R, u eine auf R rechts- 
reguläre und v dort linksreguläre Funktion, u® bzw. v®% die Ableitung nach x; und 
Y, ein gewisser Vektor, der mittels R in jedem Punkte von O definiert ist, so gilt: 


[u®dZv + udZı®) = [uYvdr,dr,, 
(R) (0) 


k=0,1,2,3. — Analoge Formeln gelten, wenn statt R ein 2dim. Flächenstück ge- 
wählt wird und O dementsprechend 1dim. ist. Behnke (Münster i. W.). 


Schuler, Bernhard: Zur Theorie der regulären Funktionen einer Quaternionen- 
Variabeln. Comment. math. helv. 10, 327—342 (1938). 

Ergänzungen zur Theorie von R. Fueter: I. Jede Quaternionenfunktion läßt, 
wie gezeigt (s. dies. Zbl. 14, 167), in einer Hyperkugel um jeden Punkt P, in dem sie 
rechtsregulär ist, eine Diagonalentwicklung nach den Polynomen p,,n.n,(2) zu. Verf. 
gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Koeffizienten an, damit die 
dargestellte Funktion eine analytische Funktion von zwei komplexen Veränderlichen 
ist. II. Übertragung der Sätze von Goursat und Morera auf die rechts- (bzw. 
links-) regulären Quaternionenfunktionen. Behnke (Münster i. W.). 


Golab, St.: Sur la possibilit® de la d&termination de „„eoniugium““ dans le corps des 
nombres hypercomplexes & deux unites. Rev. Ci., Lima 40, Nr 423, 21—-30 (1938). 

On consid&re le systeme Z des nombres hypercomplexes ä& deux unites, c.-a-d. 
des nombres &e, + fe,, oü e,, e, sont des unites du systeme et &, ß des nombres com- 
plexes ordinaires. L’auteur determine les fonctions f, definies dans Z, admettant les 
valeurs appartenant & Z et remplissant les conditions suivantes: 1° f(z, + 2) 
= (23) + 2), Mzı 22) = Hz) ' f(2) quels que soient les nombres z, EZ, EZ; 
2° e, designant le module de la multiplication du systeme Z, on a f(x -e,) = & ey 
pour tout nombre complexe ordinaire &; 3° f(z) n’est pas &gale identiquement ä 2. — 
Dans une note prec&dente [Opuscula Mathematica 1, 1—11 (1937); ce Zbl. 19, 10] 
l’auteur s’est servi des conditions analogues pour donner une definition axiomatique 
du „coniugium“ [c.-ä-d. de la fonction f(z) =2] dans le domaine de nombres com- 
plexes ordinaires. Saks (Warszawa). 
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Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik und Anwendungen. 


Sukhatme, P. V.: On bipartitional funetions. Philos. Trans. roy. Soc. Lond. A 237, 
375—409 (1938). 

The author deals with problems which may be exemplified by the following. — 
Five sets of six red, four white, four blue, three green and three pink numbered cards 
are divided into twelve packs of four, three, two, two, two, one, one, one, One, one, one, 
one cards so that each pack contains cards of only one colour. The packs belonging 
to each set are then grouped together and from the uppermost pack of each set a card 
is drawn. In how many ways can the operation be carried out if in grouping packs 
of the same set equal packs are undistinguished ? — Numerical solutions of a number 
of cases are obtained by method of direct enumeration of possibilities and compiled 
in tables. J. Neyman (Berkeley, California). 

Levy, Paul: L’addition des variables al&atoires definies modulo un. C. R. Acad. 
Sci., Paris 207, 444—446 (1938). 

Es sei X eine auf dem Kreise k der Länge 1 definierte stochastische Veränderliche, 
X’ ihre im Intervalle (£,&+ 1) genommene Amplitude. Die Streuung von X’ hat 
als Funktion von & ein Minimum, welches die Streuung von X genannt wird. — Verf. 
spricht ohne Beweis folgende Sätze aus. Wenn eine auf k definierte Verteilungs- 
funktion stabil ist, so verteilt sie die ganze Wahrscheinlichkeitsmasse gleichmäßig, 
sei es über ganz k oder über die Eckpunkte eines regelmäßigen p-Ecks. — Es seien 
die X, auf k definierte unabhängige stochastische Veränderliche mit den Streuungen o, 
und ,=X,+:-: + X,„. Falls 20; konvergiert, so gibt es eine Konstantenfolge a, 
derart, daß > x, — a,) fast sicher konvergiert; andernfalls divergieren sämtliche 
Reihen D(X, — a,) fast sicher. Es seien nun die X, insbesondere gleichverteilt. 
Wenn für X, nur die Eckpunkte eines bestimmten regelmäßigen Polygons möglich 
sind, so wird in der Grenze S, gleichverteilt sein über ein Polygon; in allen übrigen 
Fällen strebt $, gegen die Gleichverteilung über ganz k. — Ferner gibt Verf. an, wie 
sich die Arithmetik der Verteilungsgesetze und die Theorie der unbeschränkt teilbaren 
Gesetze übertragen. W.Feller (Stockholm). 

Doeblin, W.: Sur les proprietes asymptotiques de mouvement rögis par certains 
types de chaines simples. Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 39, Nr 1, 57—115 et Nr 2, 3—61 
(1937). 

This paper contains details and proofs of previously announced results (this Zbl. 
A: 14, 222; B: 16, 311; C: 17, 316 [with Fortet]; D: 18, 33) on Markoff chains and 
their generalizations. The most important results can be summarized as follows. Let 
P®(E,&) be the conditional probability that the point E go into the set & in n steps 
(where E is a point and & a Borel subset of a Borel set W of finite Lebesgue measure 
in n-dimensional Euclidean space). The restrictions on P®(E, &) are very weak (cf. B). 
The classifications of the simplest Markoff chain — in which there is only a finite 
number of possible points E — regular case etc. (cf. Frechet’s book Methodes des fonc- 
tions arbitraires etc., Paris 1938) are shown to be significant in this case. In general W 
is the sum of a finite number of “ensembles finales” or invariant sets 9,,...,9« 
and a further set # such that if E is in any S$, it remains there, and that if E 
is in # the probability of going into some 9, in n steps approaches 1 as n— oo. 
Each 9, is the sum of a finite number of sets 9;1,..., 9,, such that ft Eis 
in any 9, it will certainly go into 9,5 (or 9, if k=»,), at the next step 
(cf. also Kryloff and Bogoliouboff, this Zbl. 16, 312, and the reviewer, 
this Zbl. 19, 127). Let X(E) be a bounded Baire function and let X7? be the chance 
variable taking on the value X(F) if at the first stage the position of the en. 


moving point is at Z and if at the n-th stage\ it is at F. Then if Sy -IR, the 
=1 
conditional) probability distribution of (87 — M)/Yn (M is a suitably chosen con- 
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stant) determined by the fact that the moving point is to start at E, approaches the 
Gaussian distribution, in the regular case (when lim P®(E, &) exists and is independent 


‚of E, i.e. when there is only a single invariant set and if this set contains no eyclicalıy 
interchanging subsets). There is however a certain exceptional possibility which is 
treated in detail. A form of the law of large numbers and of the law of iterated logarithm 
is proved for S®. The non-regular cases are also considered, in some of which the 
'limiting distributions need not be Gaussian. The conduct of P(E, 6) for large n 
is related to the solutions of the integral equations 


p(E) = A/p(F) PO(E, dA;) 
Ww 


y(6) = A[PO(F, &)y(dAr) 
Ww 


(in the point function p and set function Y, respectively), generalizing earlier results 
of Frechet (this Zbl. 6, 58) and these solutions are found explicitly in terms of the 
limiting values of P®(E,&). If a continuous variable £ is substituted for n in the 

above discussion, PM(E,&) becomes P(E, 6&,t): The conditional probability that Z 
go into 6 in time i. If certain continuity hypotheses are made, it is shown that 
‚Im P(E, &,t) exists uniformly in E. The function X% becomes X% and it is proved 
>00 


that if X(E) is uniformly continuous a generalized local Hölder condition in i is satisfied 
by X% with probability 1, and that X% is Riemann integrable with probability 1, 
in finite intervals. [This integrability has a special meaning here, since no individual 
functions of t are being considered, and means simply that the Riemann sums 


(n) ü .1. 
xy uw — #?,) converge with probability 1, when Max 11? — 19,|—0. The 
integral ii X@dt corresponds to the sum 8% of the previous case, and the results con- 
) 


cerning the Gaussian law, etc., go over to this case. (NB. Reviewer’s criticism of ©, 
in his article referred to above, was entirely unjustified.) J. L. Doob. 

Elderton, W. P.: Correzioni dei momenti quando la eurva & simmetriea. Giorn. Ist. 
Ital. Attuari 9, 145—158 (1938). 

The author shows that in symmetrical U-shaped curves the grouping error may be 
such that the now classical Sheppard’s corrections actually increase the error in the 
estimate of the second and fourth moments. Indeed the algebraic signs may be reversed 
to secure approximately the right result. In symmetric curves with several relative 
modes further difficulties arise in using preassigned correction formulas.. A wide 
variety of simple symmetric curves are exhibited for which the second and fourth 
moments are computed numerically, and for which the usual formulas for grouping 
error corrections need thoroughgoing modification. Albert A. Bennett (Providence). 

Wright, Sewall: The distribution of gene frequeneies under irreversible mutation. 
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. A. 24, 253—259 (1938). 

Under irreversible mutation the distribution curve for a gene subject to syste- 
matic evolutionary pressure and to the accidents of sampling in a limited population 
of diploid individuals should attain constancy of form. All class frequencies however 
should fall off at a uniform rate as genes drift into irreversible fixation. The rate of 
fixation is approximately half the frequency in the subterminal class. As a result of 
detailed mathematical analysis the author concludes that the chance of fixation of 
an individual mutation (as distinguished from the rate of fixation under recurrent 
mutation) is small unless either there is an almost complete indifference of the mutation 
with respect to adaptive value, or else a very small effective size of homallelic population 
‚over a long period of time as in the extreme degeneration or elimination of organs which 
have ceased to be useful, particularly for isolated groups of fauna. Similar derivations 
were obtained previously by the author and by R. A. Fisher. Albert A. Bennett. 
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Berkson, Joseph: Some diffieulties of interpretation encountered in the application 
of the chi-square test. J. Amer. Statist. Assoc. 33, 526—536 (1938). 


Camp, Burton H.: Further interpretations of the chi-square test. J. Amer. Statist. 
Assoc. 33, 537—542 (1938). 


Versicherungsmathematik und verwandte Anwendungen: 


Hadwiger, H.: Über die Entwieklung der Erneuerungsfunktion in eive Potenzreihe. 
Skand. Aktuarie Tidskr. 21, 31—37 (1938). 
Die für das Erneuerungsproblem grundlegende Integralgleichung 


t 
1=pli) a2 — Hplä)ds, 


in der p(£) die Erneuerungsfunktion (Intensität der Neuzutritte im Zeitpunkt &) 
und p(£) die t-jährige Überlebenswahrscheinlichkeit einer Person vom Eintrittsalter 
bedeutet, wird vom Verf. dadurch gelöst, daß p(t) in einer gewissen Umgebung von 
t=0 und @(£) in einer gewissen Umgebung von & = 0 als analytische Funktionen 
vorausgesetzt werden, so daß die Reihenentwicklungen 


pP 7% 


n=ü 


was, 7 


möglich sind. Verf. gibt Formeln für die Berechnung der A, aus den P, an und führt 
diese Berechnung vollständig durch für das Beispiel: 
iE Kr. 
PO -1- gr (o<:= yK') 
Robert Frucht (Triest). 

Smid, L.J.: Angenäherte Bereehnung von Leibrenten, angewandt auf Generations- 
tafeln. Verzekerings-Arch. 19, (67)—(75) (1938) [Holländisch]. 

Une hypothese plus ou moins plausible etant faite quant & l’allure future de la 
mortalite des rentiers viagers, la methode commune&ment suivie pour calculer les primes 
uniques pures des rentes viageres immediates demande beaucoup de temps. Si !’on 
se propose, dans un but d’orientation provisoire, le calcul de quelques primes seule- 
ment, il est avantageux de suivre la voie suivante. Afin de calculer approximative- 
ment pour une generation @,,, par exemple, on commengera par determiner les con- 
stantes de la formule de Makeham de maniere telle que cette expression entraine 
pour 90» 970 €t 950 les valeurs m&mes que le procede de calcul courant fournit pour 
ces trois grandeurs. La valeur de a,, s’obtient ensuite en recourant & un bar&me 
existant de primes uniques de rentes viageres reposant sur la formule de Makeham 
avec d’autres valeurs des constantes. A cet effet ’on met a profit la relation: 


ic,g,fh,2)=m-&a(0,6,9, 8) 


dueä& J.P. Gram, Aktuaren Heft I, 1904. Le premier membre se rapporte a la genera- 
tion consider&e, le second & la table choisie comme auxiliaire parmı les tables existantes. 
0,G,c,9, 2 et s ont les significations bien connues; en outre 

logl log@ RR ch 

ae dd ; lgp=mlgf; F=sl+J); E=-—. 

loge logg ’ 
— Des exemples numeriques traites par l’auteur, celui-ci tire quelques conclusions, 
notamment la suivante. Malgre la majoration qu’elles ont regue, le premier janvier 1938, 
de la part de plusieurs Compagnies, les primes uniques des rentes viageres immediates 
oecupent, en general, en Hollande un niveau tres bas. — La methode s’applique 
12 


und 
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ögalement & d’autres categories d assurances que celle des rentes viagöres imme6diates. 
Pour les assurances s’6tendant sur des espaces de temps plus longs la methode donne 
cependant une approximation moins satisfaisante (rentes viageres differees). — Les 
rentes viagöres sur plusieurs t&tes peuvent &galement se traiter conform&ment & la 
relation de Gram (voir le travail de Du Saar, Over sterfteformules en lyfrenten, 
p. 120. ‚Diss. Utrecht 1917). P.J.L.de Chateleux (Arnhem). 


Steffeüsen, 4. F.: A table of the function G (x) = ee and its applications 


to problems in eompound interest. Skand. Aktuarie Tidskr. 21, 47—71 (1938). 

Bemerkungen über die Herstellung und Benutzung der genannten Tafel nebst 
Beispielen hinsichtlich seiner Anwendung bei der Berechnung von Barwerten und von 
effektivem Zinsfuß bei Anleihen. W. Simonsen (Kopenhagen). 

Johansen, Paul: Einige Bemerkungen über die Methode der Hilfszahlen. Skand. 
Aktuarie Tidskr. 21, 38—46 (1938). 

Verf. beschäftigt sich mit; der gruppenweisen Prämienreservenberechnung eines Ver- 
sicherungsbestandes nach der (Karup-Altenburgerschen) Hilfszahlmethode, bei welcher 
die Gruppierung bekanntlich nach dem Geburtsjahr erfolgt, und zwar nimmt er an, 
daß für die Berechnung der Hilfszahlen das Alter des Versicherten am letzten Ge- 
burtstag vor dem Versicherungsbeginn maßgebend sein soll usw. Dementsprechend 
trägt eine Versicherung, die am Bilanztage zwischen n und n +1 Jahren in Kraft 
ist (n ganzzahlig), zur gesamten Prämienreserve mit einem solchen Beitrag bei, als 
ob die Bestandsdauer am Bilanztermin eine ganze Anzahl von Jahren betragen würde, 
nämlich je nachdem, ob der Geburtstag des Versicherten vor oder nach dem Datum 
des Versicherungsbeginns liegt, n oder n + 1. Gegenüber der (als erfüllt angenomme- 
nen) Voraussetzung, daß der durchschnittliche Versicherungsbeginn auf die Jahres- 
mitte fällt, ergibt sich auf diese Weise ein vom Verf. abgeschätzter Fehler, wenn der 
Versicherungsbeginn im Bestand nicht gleichmäßig vor und nach dem Geburtstag 
verteilt ist, und zwar wird bei größeren Kapitalsversicherungen, wo ein besonders 
großer Zugang an Versicherungen gerade vor dem Geburtstag erfolgt, die Prämien- 
reserve eines Bestands um etwa -!; der Nettoprämie zu hoch bestimmt werden. Die 
Arbeit schließt mit einigen Bemerkungen über den Prämienübertrag sowie über den 
Fehler, den man durch die Annahme einer stetigen statt der tatsächlichen unter- 
jährigen Prämienzahlung begeht. Robert Frucht (Triest). 

D’Addario, Raffaele: Sulla tariffa nelle assieurazioni danni. Atti Ist. naz. Assi- 
curaz. 9, 193—207 (1937). 

In einer Gesamtheit gleichartiger und unabhängiger Risken bedeute N die Anzahl 
der Risken, M das Maximum der Haftung und 9(x) dx die Anzahl der Schadensfälle 
mit einem Schadensbetrag zwischen x und @+.dx. Dann ist der Höchstbetrag der 
Gesamthaftung NM, und der Nettoprämiensatz ist 


M oo 
»(M) = (are dz+ M [y(«) de): m. 
M 


Es wird gezeigt, daß p(M) von = f Y(x) dx bis O abnimmt, wenn M von O bis oo zu- 
0 


nimmt. Weitere Eigenschaften von p(M) ergeben sich, wenn über p(x) angenommen 
wird, daß es eine monotone Funktion ist oder genau ein Maximum hat. Ist ein Selbst- 
behalt bis zum Betrage & verabredet, dann wird der Nettoprämiensatz p(x&, M) 


=»p(M) — % p(&). Die Anwendung dieser Formeln wird an dem Beispiel der Unfa!l- 
und Haftpflichtversicherung illustriert, für welche die italienischen Statistiken zeigen, 


daß die Verteilung f(x) =@(a): [p(z) dx sehr gut durch eine Normalverteilung von 
ö 
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lgz angenähert wird. Durch Verwendung der Gaußschen Funktion werden einfache 
‚geschlossene. Formeln, erhalten. Birnbaum (New York). 


Sehult, Richard: Die Wirkungsweise der-Übersterblichkeit und der Überinvalidität 
auf die Prämie in der Pensionsversicherung. Bl. Versich.-Math. 4, 329—335 (1938). 


 Parthier, Hans: Besonderes zur Technik der Pensionsversicherung. Bl. Versich.- 
Math. 4, 301—329 (1938). 


Geometrie. 


©® Sperner, Emanuel: Zur Begründung der Geometrie im begrenzten Ebenenstück. 
Halle a. d. S.: Max Niemeyer 
1938. 23 S. RM. 2.40. 

Die Aufgabe, die sich Verf. stellt, ist in den folgenden Sätzen enthalten: ‚Wenn 
man als Ziel der Begründung der Geometrie ihre ‚Algebraisierung‘, d.h. die Ein- 
führung eines brauchbaren Koordinatensystems, mit dem man den Anschluß an die 
analytische Geometrie erreicht, ansieht, so liegt der Gedanke nahe, die Verwirklichung 
eines solchen Koordinatensystems direkt im beschränkten Ebenenstück ohne Be- 
nutzung idealer Elemente zu versuchen .,.‘“ Da dabei der Desarguessche Satz eine 
grundlegende Rolle spielt, so darf er „natürlich nur für solche Desargueskonfigurationen 
vorausgesetzt werden, deren sämtliche Ecken und Geraden im begrenzten Ebenen- 
stück liegen“ ... „Vor der Einführung von Koordinaten ist es zweckmäßig, erst die 
erhaltene Punktrechnung zu einem vollen Schiefkörper zu erweitern.“ Dann ‚läßt 
sich mit Hilfe eines auf der Gültigkeit des Desarguesschen Satzes basierenden Schluß- 
verfahrens für die übrigen Geraden im Fundamentaldreieck die Gleichungsform er- 
rechnen‘, womit die analytische Geometrie „ganz im beschränkten Bereich ohne Be- 
nutzung irgendwelcher außerhalb liegenden oder idealen Elemente eingeführt“ ist. — 
Demnach liegen den Untersuchungen der Arbeit die folgenden Voraussetzungen zu- 
grunde: 1. die Hilbertschen Verknüpfungsaxiome I.l1 und 1.2; 2. die Hilbertschen 
Anordnungsaxiome II.I—II.4 (also einschließlich des weittragenden Paschschen 
Axioms), aus denen sich die von G. Feigl entwickelten Folgerungen [Jber. Deutsch. 
Math.-Vereinig. 33, 2ff. (1925)] ergeben; 3. die Gültigkeit des Desarguesschen Dreiecks- 
satzes, dessen Äquivalenz mit dem Desarguesschen Viereckssatz auf Grund von 11, 
11, IL1—IL4 bewiesen wird. — Es folgt hierauf die Entwicklung einer Punkt- 
rechnung für die Punkte einer Strecke. Diese letzteren bilden dann ein System 8 
von Dingen, für die eine Addition und Multiplikation erklärt ist, und für die Verf. 
die gültigen Rechengesetze explizit aufweist. Daraus folgt dann, daß sich $ „zu einem 
vollen Schiefkörper K erweitern läßt‘, der durch die folgende Forderung in gewissem 
Sinne eindeutig bestimmt ist: X ist der kleinste, 8 enthaltende Körper. — Jetzt kann 
in der Geometrie des begrenzten Ebenenstücks ein Koordinatensystem eingeführt und 
das Hauptergebnis gewonnen werden: „Zu jeder Geraden g der gegebenen Geometrie 
gehört eine durch g (bis auf einen gemeinsamen Linksfaktor der Koeffizienten ein- 
deutig) bestimmte lineare Gleichung der Form a-&+b-n+c-&=0, der die Ko- 
ordinaten aller Punkte von g genügen.‘ — Diese Geometrie läßt sich dann ohne Schwie- 
rigkeit zur vollen projektiven Ebene erweitern, Steck (München). 

Sintsoff, D.: Sur les figures simples et jes fonctions mötriques simples dans Ia 
thöorie des connexes. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. 
Math. Kharkoff, IV. s. 14, 159—171 (1937) [Rossisch]. 

Dans la I“ partie du m&moire l’auteur considere une extension de la notion de 
la droite & l’espace connexe, d’abord pour le connexe ternaire; c’est l’ensemble des 
el&öments d’un connexe bilineaire, dont les points sont situ&s sur une droite donn&e 
et dont les droites passent par un point donne, une correspondance biunivoque liant 
les droites du faisceau et les points de la droite ponctnelle. Dans la seconde partie 
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P’auteur considöre quelques fonctions qui jouissent des relations invariantes avec une 
paire d’elements d’un connexe ternaire: l’aire de deux triangles qui en dependent. 
Autoreferat. 


Mordoukhay-Boltovskoy, D.: Sur les propriet&s du quadrangle gauche et de Phexa- 
ddre qu’on obtient par la projeetion de P’espace quadrimensionel. J. Inst. Math. Acad. 
Sci. Ukraine Nr 1, 53—61 u. franz. Zusammenfassung 62—63 (1938) [Ukrainisch]. 


Merz, K.: Vielflache mit Doppelstreeken, aus Prismen. Comment. math. helv. 10, 
270—274 (1938). 

In Fortsetzung früherer Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 14, 75 und 16, 270) zerschneidet 
Verf. beispielsweise Würfel und Prisma in ein- und zweiseitige Vielflache, studiert 
die Netze und betrachtet den Grenzfall n = ® eines n-seitigen Prismas. Burckhardt. 

Lebesgue, Henri: Sur l’&quivalenee des poly&dres röguliers. C. R. Acad. Sci., 
Paris 207, 437—439 (1938). 

Verf. entwickelt in Fortsetzung der diesbezüglichen Untersuchungen von Bricard 
und Dehn einige weitere Anwendungen über die Äquivalenz von Polyedern P, P' 
für den Fall, daß P und P’ beide aus regulären Polyedern aufgebaut sind. Dabei er- 
gibt sich insbesondere, daß zwei reguläre Polyeder nur dann äquivalent sind, wenn 
sie gleich sind. Ferner ergibt sich die folgende Bedingung: Ein reguläres Polyeder P 
kann mittels Äquivalenz nur dann in eine endliche Anzahl unter sich ähnlicher regu- 
lärer Polyeder p; transformiert werden, wenn alle Polyeder P und p; Würfel sind. 

Steck (München). 

Wolkowitsch, D.: Sur les applications de la notion de moment d’inertie en geomötrie.. 
Bull. Soc. Math. France 66, 69—78 (1938). 

In früheren Abhandlungen hat sich Verf. mit der geometrischen Theorie der 
Zentrifugal- und Trägheitsmomente räumlicher Massensysteme beschäftigt [C. R. Acad. 
Sci., Paris 205, 1031—1033 (1937); vgl. dies. Zbl. 17, 322]. Er geht jetzt von Massen- 
systemen mit der Gesamtmasse Null aus, also von Trägheitsparaboloiden, und gelangt 
zu Eigenschaften des Plückerschen Konoides und des Painvinschen Komplexes. 

Haenzel (Karlsruhe). 


Saussure, Ren& de: L’edifice des g&omötries dans Yespace Eucelidien (& trois 
dimensions). Arch. Sci. Physiques etc. 20, 117—122 (1938). 

Aus Anlaß seines 70. Geburtstages gibt Verf. einen kurzen zusammenfassenden 
Bericht über seine geometrischen Arbeiten aus den Jahren 1898—1921. Steck. 


Analytische und algebraische Geometrie: 

Waerden, B.L. van der: Zur algebraischen Geometrie. XV. Lösung des Charakteri- 
stikenproblems für Kegelschnitte. Math. Ann. 115, 645—655 (1938). 

I£ 8 and E are two algebraic systems of conics in a given plane, of dimension 4 
and 1 respectively, then the characteristics formula of Charles asserts: [8, C]=«a[M-€] 
+ b[N -&], where [] is the symbol for the intersection number, M is the system of 
conics through a fixed point and N is the system of conics tangent to a fixed line, 
while a and b are integers depending only on ®. There is also a characteristics formula, 
ascribed to Cremona, for two systems of conics, S and T, 003 and 002 respectively. 
It says: [S-7TJ=a-[u2- T) +0[@9- T]+clv?2- T], where a,b,c are integers 
depending only on 8 and u?, 49, v? are the Schubert symbols for the following systems 
of conics respectively: two fixed points, a fixed point and a fixed tangent at that 
point, two fixed tangents. The present paper gives rigorous proofs of these two formulas 
by algebraic methods devised by the author in preceding papers. The formulas are 
ınterpreted as intersection formulas on the variety M5 of the so-called complete conics: 
a complete conic consists of a point conic and of a corresponding line conic. If the point 
conie is a line counted twice, a corresponding line conic may be any pair of points 
on that line. M, is not a projective S, and therefore the characteristics formulas are 
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not special cases of the Bezout theorem in an S,. It is proved that M, is free from 
singularities. (XIV. see this Zbl. 18, 421.) O. Zariski (Baltimore). 


Ramamurti, B.: A generalization of the null peneil of binary quarties. J. London 
Math. Soc. 13, 162—167 (1938). 

Das im Titel genannte Büschel besteht aus oo! binären biquadratischen Formen 
mit identisch verschwindender Invariante (ab)*; drei Formen des Büschels besitzen je 
einen dreifachen Punkt; die Jacobische Gruppe des Büschels ist das Quadrat einer 
kubischen Form. Als Verallgemeinerung hat man ein o0*-1 Linearsystem I2;! von 
binären Formen der Ordnung 2n; n + 1 Formen eines solchen Systems besitzen je einen 
(2n — 1)-fachen Punkt; die Gruppe der n-fachen Punkte des Systems ist die n-te Potenz 
einer Form c;*! derOrdnungn + 1.Umgekehrt.definierte?*!=2,2,....2. ,ı dasSystem I2;!: 
Es besteht dieses in der Tat aus allen Formen der Ordnung 2r, die mit allen Formen 
m%...Bo1G4..-uu(r=12,..,n-+ 1) apolar sind. Wenn die Formen der 
Ordnung 2n auf die Punkte eines Raumes $S,, linear abgebildet werden, so besteht 
das Bild des Systems I/3;' aus den Punkten eines Raumes S,_,, welches n + 1 Tan- 
genten einer rationalen normalen Kurve R?* (die fundamentale R?” der Darstellung) 
schneidet. Man kann auch die Formen c}*! auf die Punkte eines Raumes S,,, und 
in bezug auf eine rationale normale R*+! linear abbilden; das von einer gegebenen c”*! 
definierte System 73}! entspricht dann dem System aller linearen Strahlenkomplexe, 
die mit R"+1 „outpolar‘ sind und einen gegebenen singulären Punkt besitzen. Es 
folgen verschiedene Anwendungen, unter ihnen einige Eigenschaften des oo"+! Systems 
der Räume S,_,, die n + 1 Tangenten einer rationalen normalen AR?" schneiden. 

E.@. Togliatti (Genova). 


Bath, F.: Ten associated points and quartie and quintie eurves in [4]. J. London 
Math. Soc. 13, 198—201 (1938). 

Im Anschluß an den Existenzbeweis von H. W. Richmond [Proc. Edinburgh 
Math. Soc. (2) 5, 55 (1936); dies. Zbl. 15, 119] beweist Verf., daß zehn assoziierte 
Punkte im R, auf einer einzigen elliptischen Kurve fünfter Ordnung liegen. Gehören 
die zehn Punkte nicht sämtlich einer rationalen Quartik an, so hat die rationale Quartik, 
die durch irgend sieben von ihnen hindurchgeht, die von den restlichen drei Punkten 
aufgespannte Ebene zur Trisekantenebene; die letzteren drei Punkte und die drei 
Schnittpunkte mit der Quartik liegen auf einem Kegelschnitt. — Diese Aussagen 
werden dann auf 2n. + 2 assoziierte Punkte im R, ausgedehnt [s. Castelnuovo, 
Rend. Circ. mat. Palermo 3, 179 (1889), wo diese Aussage bereits auf ganz anderem 
Wege erscheint]. Steck (München). 

Terracini, Alessandro: Sui sistemi semplieemente infiniti di piani nello spazio a 
einque dimensioni. Atti Accad. Sci. Torino 73, 317—336 (1938). 

Dans un $,, oo! lignes planes C remplissent une surface de cet espace (que I’A. 
suppose ne satisfaisse & aucune @quation de Laplace), laquelle admet les C comme 
lignes principales; le systeme constitu& par les © figure avec une multiplicite g> 2 
parmi les 5 syst&mes oo! de lignes principales de la surface, dans le cas — et dans 
le cas seulement — oü les plans de deux lignes C consecutives quelconques r&sultent 
incidents. Ici l’A. determine les conditions pour qu’on ait g>3, en classant les 
systömes de lignes C-satisfaisant & cette condition — d’apres l’ordre d’aproximation o 
de Pineidence de deux con«&cutifs de leurs plans (pour cette importante notion, cfr. 
A. Terracini, Scritti mat. offerti a L. Berzolari, p. 449, Pavia-1936; ce Zbl. 16, 75); 
la recherche est completee par des remarquables developpements concernant les 
systömes oo! de plans de S, ayant o>6, comme p.ex. l’introduction du birapport 
de 4 de leurs plans [ce qui est & rapprocher & des r&sultats obtenus par E. Cartan, 
Bull. Acad. Roum. 14 (1931); ce Zbl. 3, 130; B. Segre, Scritti mat. offerti a L. Berzo- 
lari, Pavia 1936, ce Zbl. 16, 136; E.Bompiani, Ann. Sci. Univ. Jassy 28 (1937), 
ce Zbl. 15, 403]. Beniamino Segre (Bologna). 
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Terraeini, Alessandro: Nuvve ricerche sull’ineidenza di piani infinitamente vieini. 
Atti Accad. Sci. Torino 73, 443—459 (1938). 

Les systömes o0* de plans de S, dont deux plans consecutifs quelconques r&sultent 
incidents, ont &t6 &tudies recemment par ’A. pour & = 1[Seritti mat. offerti a L. Berzo- 
lari, p. 449, Pavia 1936, ce Zbl. 16, 75; Atti Accad. Sci. Torino 73, 317 (1938), voir le 
ref. prec.], en faisant intervenir l’ordre d’aproximation o de l’ineidence de deux plans 
consecutifs (importante notion, introduite par l’A. meme dans le premier des deux 
travaux cites). En ne tenant compte de cette notion — & savoir en supposant o> 2 — 
la question avait &t& r&solue auparavant dans le cas & = 2 par C. Segre [Rend. Circ. 
mat. Palermo 30 (1910)] et dans le cas & >2 par l’A. [Atti Accad. Sci. Torino 48 
(1913)]. Ici I’A. determine les differentes possibilites qui peuvent se presenter en 
supposant & > 2, 0 > 2; l’&tude est aise, sauf dans un cas oü il est lie & la consideration 
de certaines congruences de droites de S,. Ces congruences (dans le cas general) sont 
caracterisees par l’existence d’une Y# qui en contient un rayon yuelconque et tous 
les rayons infiniment voisins & celui-ci jusqu’au 4®me ordre; elles sont quadratiques 
(c’est-A-dire appartenant & une V? non specialisee), ou bien peuvent ötre deduites 
moyennant deformation projective d’espece superieure des congruences quadratiques 
qui representent dans S,, & Iu maniere classique de Klein, les oo? faisceaux de droites 
tangentes des surfaces isotherme-asymptotiques de l’espace ordinaire. Segre. 

White, H. S.: Formal synthesis of two periodie correspondences, of period five and 
seven, respectively. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 562—565 (1938). 

Explicit construction of the equations of (I) a symmetrical (2, 2) correspondence 
which is periodic of period five, i.e. which contains one (and hence infinitely many) 
sets of five elements 2, 9,r,s,t such that 9,9; q,r;r,s; s,t;t,p are all pairs in the 
correspondence: (II) a symmetrical (6, 6) correspondence with a closed cycle of seven 
elements each of which corresponds to all the rest. J. A. Todd (Cambridge). 

Hodge, W. V. D.: Algebraie correspondences between surfaces. Proc. London Math. 
Soc., II.s. 44, 226242 (1938). 

The question treated concerns the characterization of algebraic 4-cycles on 
the direct product FR,x F, of two algebraic surfaces. These cycles are images of 
algebraic correspondences between F, and F,. Let bi, (C%, c}), d! be bases of cycles 
on F,;, (=1,2), of dimension 1, 2,3 respectively, the C$ being algebraic two-cycles 
and the c; non-algebraic. The cycles #xF,, FR\x 3, 0{x 0% are always algebraic 
and corkespond to correspondences of valence zero. It is shown that the cycles ci x 03, 
C{ x & cannot occur in the expression of an algebraic 4-cy e on FRA\xF,. A cycle 
of the frm If x +’ xb5 + DW°cl xc$ can be algebraic only if each of 
the three summations represents an algebraic cycle. A necessary and sufficient con- 
dition that D)/’*bj x ds be algebraic is that ©, /w3 = 0, where w; is the period matrix 
of the Picard integrals of the first kind on F;, @=1,2) and = (f). The question 
which remains to solve is the characterization of the algebraie eycles of the form 
Dtreei x}. Necessary conditions are given by the author. It is pointed out that 
if the above cycles could be characterized by the vanishing of the periods of certain 
4-fold integrals on F, x F,, then it could be deduced that the conditions are sufficient. 

O. Zariski (Baltimore). 

Wirtinger, W.: Lie’s Translationsmannigfaltigkeiten und Abelsche Integrale. Mh. 
Math. Phys. 46, 3834431 (1938). 

Eine Mannigfaltigkeit, deren Koordinaten X, (x =1...m) sich als Summen 


N 
Dia, ı(tı) darstellen lassen, heißt Translationsmannigfaltigkeit, da man sie durch 


1 

kongruente Translationen von Kurven aufeinander erzeugen kann. Verf. betrachtet 

den Fall, daß sich eine Mannigfaltigkeit auf zwei verschiedene Arten als Translations- 
n 


Rn 
mannigfaltigkeit darstellt: X, = DMxaı(t;) = Deyau(tu). Abelsche Integrale erster 
N 1 
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Gattung eines Gebildes vom Geschlecht n +1 tun dies. Der Hauptgegenstand 
der vorliegenden Arbeit ist aber die Umkehrung: Unter einer Reihe von ein- 
leuchtenden Voraussetzungen, vor allem der, daß jedes t, von jedem T„ abhängt 
und umgekehrt, gibt es genau n + 1 unabhängige Koordinaten X, und die a4 
sind Abelsche Integrale erster Gattung eines Gebildes von nicht höherem Geschlecht 
als n + 1. Die dargestellte Mannigfaltigkeit ist die Nullstellenmannigfaltigkeit einer 
Ö-Funktion Y(X,,X,,..:Xn41)=0. Verf. geht auf die verschiedenen möglichen 
Ausartungen ein und rechnet die Fälle mit kleinem n durch. Das Überraschende ist, 
daß man von so allgemeinen Voraussetzungen zwangsläufig auf algebraische Gebilde 
geführt wird. Ott-Heinrich Keller (Berlin). 


Differentialgeometrie: 

@ Schouten, J. A., und D. J. Struik: Einführung in die neueren Methoden der Diffe- 
rentialgeometrie. 2., vollst. umgearb. Aufl. Bd. 2. Geometrie. Von D. J. Struik. 
Groningen u. Batavia: P. Noordhoff N. V. 1938. XII, 338 S. u. 11 Abb. RM. 16.—. 

In diesem zweiten Bande des Buches werden hauptsächlich viele Anwendungen 
(entweder originale oder auch der Fachliteratur entnommene) des absoluten Kalküls 
erbracht, und zwar auf verschiedene (und manchmal auch weitab liegende) Zweige 
der klassischen und modernen Differentialgeometrie (vgl. z.B. 8.254). Außerdem 
werden hier die neuen Problemstellungen (z. B. Hermitesche Konnexion, Einbettungs- 
theorie, affine Kurventheorie) auseinandergesetzt, welche in der Struikschen Mono- 
graphie (dies. Zbl. 8, 84) über lineare Konnexionen skizziert wurden. Somit gilt vieles, 
was bei Besprechung dieser Monographie gesagt wurde, auch hier. — Im ersten Ab- 
schnitt (6 Paragraphen) werden Kurven und Kurvenkongruenzen im metrischen und 
im affinen (gekrümmten oder ebenen) Raume behandelt, wobei der metrische Fall 
auch die nichtdefinite Metrik enthält. Der zweite Abschnitt (3 Paragraphen) ist 
einer VY„-ı in V„ gewidmet. Hauptsächlich werden hier die wichtigsten klassischen 
Begriffe (Eulerscher Satz, Hauptkrümmungslinien usw.) verallgemeinert. Der dritte 
Abschnitt (4 Paragraphen) behandelt eine V„ in V„. Insbesondere hier geht die An- 
‘wendung der allgemeinen Krümmungs- und Einbettungstheorie ziemlich tief (z. B. 
Frenetsche Formeln und ihre Anwendungen auch auf Spezialfälle, welche auch von 
den Schülern Struiks [Kaplan usw.] studiert wurden). Der vierte Abschnitt (7 Para- 
graphen) behandelt ausgewählte Gegenstände: Krümmungstheorie einer L7, in Z,, 
Deformation (nach dem Vorbilde von Schouten-v. Kampen [Beiträge zur Theorie 
der Deformation. Prace mat. fiz. 41, 1—19 (1933); dies. Zbl. 8, 179], bahntreue 
Transformation der Übertragung, konforme Abbildung, subprojektiven Kaganschen 4,, 
Hermitesche Übertragung usw.). Über 100 sorgfältig ausgewählte und gelöste Auf- 
gaben (von welchen manche in der Fachliteratur von verschiedenen Autoren in sepa- 
raten Arbeiten behandelt wurden) erleichtern das Verständnis des Stoffes. Sehr reiche 
Literaturangabe (bis 1937) beendet das Buch. Hlavaty (Praha). 

Sehelling, Hermann von: Darstellung der Gesamtkrümmung einer Fläche mit 
Hilfe von Lotparameter. S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1938, 71—77 (H. 1.) 

Zweck der Arbeit ist die Durchführung einer gewissen vom Verf. vorgeschlagenen 
Darstellung einer Fläche (dies. Zbl. 18, 39). — Sind O,,.0, zwei feste Punkte, so treten 
bei dieser Darstellung die Lotparameter in den Vordergrund, d.h. die Abstände l,,l, 
dieser Punkte von der laufenden Tangentenebene der Fläche. In engem Zusammenhang 
zu einer gewissen (trivialen) Formel, die bei den ebenen Kurven auftritt, ergibt sich 
in den Lotparametern für die Gesamtkrümmung folgender bemerkenswerter Ausdruck 


1 
[&4s ” u [Frörion + OpJal,)dl,dl,. 
B 


Hierbei bedeuten 2a die Distanz 0,0, und p(l,, 1) den Winkel der Spur der laufenden 
Tangentenebene auf der Mittellotebene [0,03] mit einer festen Richtung aus [0,0;]. - 
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Die Flächen, für die Op/öl, + Op/äl, = konst. ist, werden zum Schluß näher unter- 
sucht. D. Barbilian (Bucuresti). 

Blank, J.: Zum Engelschen Problem betreffend Translationsflächen. Commun. 
Inst. Sei. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 14, 181—203 
(1937) [Russisch]. 

Eine allgemeine projektive Transformation führt eine gewöhnliche Translations- 
fläche in eine Fläche über, die F. Engel Translationsfläche bezüglich einer Ebene 
nennt, und zwar bezüglich derjenigen Ebene, in welche die unendlichferne Ebene bei 
dieser Transformation übergeht. Engel hat die Aufgabe gestellt, alle Translations- 
flächen bezüglich zweier Ebenen zu bestimmen. — Es ist einerseits eine Verallge- 
meinerung des bekannten Lieschen Problems über gewöhnliche Translationsflächen 
mit mehrfacher Erzeugung, andererseits doch ein Spezialfall einer Fragestellung übeı 
Flächen mit zwei konjugierten Netzen von Kegellinien, die vom Verf. herrührt. Näm- 
lich, erzeugen die Kegelspitzen jedes Netzes zwei ebene Kurven, die in einer gemein- 
samen Ebene liegen, so gelangt man zum Engelschen Problem. — Engel hat das 
Problem für den Fall gelöst, wo die Kurven eines Netzes eben sind und die zweite 
Ebene einem der Ebenenbüschel des ersten Netzes angehört. — Der Verf. gibt eine 
neue Lösung dieses Problems, die ihm erlaubt, sich von der zweiten Einschränkung 
zu befreien. Autoreferat. 

Graf, H., und R. Sauer: Fastrhombisehe Kurvennetze und Vierecksnetze. Math. Z. 
44, 362—386 (1938). 

Ein im allgemeinen nicht geradliniges Viereck mit den Gegenseiten a,d; b,c 
heißt fastrhombisch (hier kurz £.r. gedeutet), falls a+d=b-+.c. Die Verff. unter- 
scheiden zwischen f.r. Kurvennetzen und f.r. Vierecksnetzen, je nachdem es sich um 
eine im Kleinen oder im Großen geltende Einteilung der Fläche durch (w, v)-Kurven 
oder bloße Züge handelt. — Ein diskretes Netz heißt f.r., wenn neben den Einzel- 
maschen auch jede n?-Masche f£.r. ausfällt. Es wird bewiesen: Kennzeichnend für ein 
diskretes Netz ist die f.r.-Eigenschaft aller zugehörigen Einzel- und Vierermaschen. — 
Die £.r. Kurvennetze treten ersichtlich als Verallgemeinerungen der Tschebyscheffschen 
Netze auf. Ist eine Fläche auf ein f.r. Kurvennetz (u, v) bezogen, so ergibt sich für 
das Bogenelement d?=[p(u+v) +y(u— v)]?do?, unter do?—=du?+2Fdudv-+dv? 
ein Tschebyscheffsches Bogenelement verstanden. — Zwei Kurvennetze mit denselben 
%, y und verschiedenen F heißen strukturtreu. Daraus folgt, daß sich jedes fest- 
gelegte f.r. Netz strukturtreu auf einer ‚„Flächenhaut‘“ mit beliebiger Gaußscher Krüm- 
mung ausstrecken läßt. Genauer noch: Es gibt oo! Flächenhäute, die ein gegebenes f£.r. 
Kurvennetz strukturtreu und geodätisch bzw. gleichwinklig enthalten. Die entsprechen- 
den Bogenelementehaben die kennzeichnenden Formends?=[B (x)+ F(B)]" (da?+dß?), 
wobei n gleich 1 bzw. 2 anzunehmen ist. Das £.r. Netz (u, v) fällt mit dem Diagonal- 
netz von (x, ß) zusammen. In dem geodätischen Fall n—=1 gelangt man zu einem 
Seitenstück der bekannten Untersuchungen von Blaschke und Zwirner über das 
Liouvillesche Bogenelement und den Ivoryschen Satz [Math. Z. 27 (1928)]. — Die 
Spezialfälle einer Ebenen- und Drehflächenhaut werden eingehend untersucht. — Be- 
merkenswert scheint uns das Schlußergebnis zu sein, wo die Verff. zeigen, daß jedes 
geradlinige diskontinuierliche f.r. Vierecksnetz einem regulären Kegeischnitt oder einem 
Punktepaar umschreibbar ist sowie der Zusammenhang dieser Netze mit den von 
den Verff. erst entdeckten und von der Hamburger Schule vielfach untersuchten 
Dreiecksnetzen und Tetraedergefügen (S.-B. Bayer. Akad. Wiss. 1924 u. 1925, 119—156 
u. 4156) sowie mit den „umweglosen“ Vierecksnetzen von G. Scheffers [Leipz. 
Ber. 57 (1905)]. D. Barbilhian (Bucuresti). 

Segre, B.: Famiglie di ipersuperfieie isoparametriche negli spazi euclidei ad un 
qualunque numero di demensioni. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI. s. 27, 203—207 
(1938). 

Im Anschluß an eine Note von Levi-Civita (dies. Zbl. 18, 87) bespricht der 
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Verf. eine Prioritätsfrage. Die Aufzählung aller isoparametrischer Flächenscharen, 
die auch vom Verf. später angegeben wurde [Atti Accad. Sci. Torino 59, 666 (1924)], 
ist im wesentlichen in einer Arbeit von Somigliana [Atti Accad. Sci. Torino 54, 
974 (1919)] enthalten. — Verf. bringt nachher eine Verallgemeinerung der damaligen 
Ergebnisse, indem er zeigt, daß die isoparametrischen Hyperflächenscharen f = konst. 
[d. h. die Scharen, für die A,(/)=F;(f), As(f) =F,s(f) gelten, unter A,, A, die Bel- 
tramischen Differentiatoren verstanden] in einem euklidischen R,„;ı aus folgenden 
drei Typen bestehen: a) parallelen Hyperebenen, b) konzentrischen Hyperkugeln, 
c) verallgemeinerten koaxialen Drehzylindern, d.h. M„, die aus konzentrischen Hyper- 
kugeln aus einem R,,, (r<n) mittels der zu diesem R,,ı 00””” orthogonalen Ver- 
schiebungen aus R,„,ı entstehen. — Der Beweis wird in drei Schritten erbracht: 
1. Man stellt das euklidische Bogenelement aus R,„,ı unter der geodätischen Form 
ds? = ds; + 20ds, + v?ds; + dv? = w,,du;du; + dv? dar, wobei ds?,ds?,ds die 
fundamentalen quadratischen Formen von {= 0; f= v.aber wegen A,(f) =F,(f) eine 
Schar parallelerHyperflächen bedeuten. 2. Ausder bekannten Formel A,v=0/2 0» log|w;;| 
ergibt sich, daß die algebraische Gleichung |@;,;| = 0, von höchstens 2nt“n Grad in v, 
lauter konstante Wurzeln besitzt, unter denen sich (für v = —o) auch die n Haupt- 
krümmungsradien von = 0 befinden. 3. Ferner erkennt man, daß die n Größen o 
nicht zugleich endlich und untereinander verschieden sein können. Durch synthetische 
Betrachtungen wird nachher der Schluß gezogen, daß =» mit irgendeiner der 
Scharen a), b), c) zusammenfällt. D. Barbilian (Bucuresti). 

Weise, Karl Heinrich: Der Berührungstensor zweier Flächen und die Affingeometrie 
der F, im A„. I. Math. Z. 44, 161—184 (1938). 

(Vgl. dies. Zbl. 18, 87, wo über den ersten Teil dieser Arbeit referiert wurde.) 
Im n-dimensionalen affinen Raume 4, sei eine p-dimensione!e Fläche F(u!,..., w) 
der Klasse C, gegeben, deren zweiter Schmiegraum mit A, identisch ist. Dem Tan- 
gentialraum im allgemeinen Flächenpunkte P und der Fläche 7 läßt sich eine Schar 
von Berührungstensoren B}, zuordnen. Bi, führt zu einem Schmiegparaboloid, 
das mit F eine Berührung mindestens zweiter Ordnung hat. Einem Schmiegparaboloid 
und der Fläche F läßt sich eine Schar von Berührungstensoren B} ,,, zuordnen. 
Durch die Forderung der verallgemeinerten Apolarität von B},,, B},,,,, wird dann 
(falls eine gewisse Determinante von Null verschieden ist) eindeutig ein Schmieg- 
paraboloid ausgezeichnet, dessen Durchmesserraum als „affinnormaler“ Raum ange- 
sehen werden kann. Dieser Raum führt dann in üblicher Weise zur ‚induzierten 
Übertragung“, mit deren Hilfe man die Existenztheoreme für F, ableiten kann. 

Hlavaty (Praha). 

Potier, Robert: Sur les espaces abstraits & connexion affine. C. R. Acad. Sci., 
Paris 206, 1868—1870 (1938). 

Skizze einer Differentialgeometrie in einem abstrakten Raume mit affiner Über- 
tragung im Sinne von M. Fr&chet (Espaces abstraits, 1928, $. 140, 172). Es werden 
Ableitungen von Formen, Krümmungs- und Torsionstensor definiert. Symbolik und 
Methode nach Cartan. Struik (Cambridge, Mass.). 

Brauner, Karl: Über eine Krümmungseigenschaft von Mannigfaltigkeiten der 
Klasse Eins. S.-B. Akad. Wiss. Wien, IIa 146, 557—565 (1937). 

Beweis des Satzes: Verschwinden sämtliche Komponenten R;; des Riccitensors 
einer Hyperfläche V„ mit Linienelement 

ds? = Gded, RE le 
in einem euklidischen Raume R„;ı, und ist weiter die absolute Differentialinvariante 
ER gGrP =), 
BR Rizrı = OirCzr — OirCyı 
(R;jxı ist der Riemannsche Krümmungstensor), so ist diese V„ einem euklidischen 
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Raume isometrisch. Wenn C = 0, so gibt es, vom R, angefangen, Mannigfaltigkeiten, 
welche Hyperflächen sind mit R;.=0, ohne daß R,,2,=0. Diese V„ können nicht 
reell sein, ihre ausgezeichneten Räume höchster Dimension sind vielmehr R,, die das 
absolute Gebilde des Einbettungsraumes nach einem R„_, berühren, wo 1>5- 
Struik (Cambridge, Mass.). 

Eisenhart, Luther Pfahler: Fields of parallel veetors in Riemannian space. Ann. of 
Math., II.s. 39, 316-321 (1938). 

Demonstration of the theorem: When a V„ admits p + q independent fields of 
parallel vectors such that p of the fields are expressible linearly, with constant co- 
efficients, in terms of p mutually orthogonal unit fields, and the q fields consist of 
null vectors, each field being orthogonal to the other p+g — 1 fields, there exists 
a coordinate system in terms of which the fundamental form is 


Ne(dar)? + 23 dartrdartate + 9,dar da’ 
& 2 


(«=1,..,21; u=L..,5 5T=p+q+]1,...,n), where g.: are functions of 
aP+4+1,,.., 2”, at most, the components of the fields are 6, frre=1,.:.,9+9% 


and e, =-+1. — This theorem continues an investigation started in Trans. Amer. 
Math. Soc. 27, 563 (1925). Struik (Cambridge, Mass.). 
Topologie: 


@ Reidemeister, K.: Topologie der Polyeder und kombinatorische Topologie der 
Komplexe. (Math. u. ihre Anwendungen in Monogr. u. Lehrbüchern. Begr. v. E. Hilb. 
Hrsg. v. E. Kamke. Bd. 17.) Leipzig: Akad. Verlagsges. m. b. H. 1938. IX, 196 S. 
u. 69 Fig. RM. 13.20. 

A clear self-contained exposition of the purely combinatorial topology of recti- 
linear polyhedra in a linear space of n dimensions, based on the theory of simplicial 
complexes of Newman and Alexander [cf. Ann. of Math., II. s. 31, 292—320 (1930)] 
and partly on the axiomatic methods of Tucker [Ann. of Math., II. s. 34, 191—243 
(1933); this Zbl. 6, 423]. Chap. I treats the axioms for a linear space R”, convex point- 
sets and their boundaries and closures, convex rectilinear pieces (= common parts 
of a finite number of linear halfspaces and hyperplanes), polyhedra (= sums of convex 
rectilinear pieces) and their dissections into cells. Chap. II deals with complexes as 
realized by polyhedral dissections, homology theory mod 2, the boundary of a poly- 
hedron and Jordan theorem, joins and simplicial symbolism. Chap. III compares 
polyhedra in terms of their various dissections into complexes, and by Newman’s 
methods for simplicial complexes establishes the fundamental results on combinatorial 
equivalence and invariance of polyhedra. Chap. IV discusses homology theory over 
the integers, intersection and linking, manifolds and duality, the fundamental group, 
coverings and homotopy-chain theory (of the sort used by the author to classify lens 
spaces). A. W. Tucker (Princeton). 

Hudekoff, N.: Über gewisse Mannigfaltigkeiten der projektiven Geometrie. Rec. 

math. Moscou 3, 201—206 u. deutsch. Zusammenfassung 207 (1938) [Russisch]. 
. Ibis proved that the manifold V of all linear p-spaces in a real projective n-space Pr 
is non-orientable if niseven. ((<p=n — 1.) The proof is based upon the following 
well-known fact: an (n — 1)-dimensional non-orientable submanifold of an n-dimensional 
orientable manifold M, does not separate M„. The theorem that V is non-orientable 
has been proved before by Ch. Ehresmann (see this Zbl. 16, 74) who has also proved 
that V is orientable if n is odd. O. Zariski (Baltimore). 

© Weil, Andr6: Sur les espaces & strueture uniforme et sur la topologie gengrale. 
(Aetualites seient. et industr. Publ. Iast. Math. Univ. de Strasbourg. Fase. 1.) Paris: 
Hermann & Cie. 1938. 40 pag. Fres. 15.— 

A uniform system of voisinages is defined for a set E if for every & of a certain 
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non-null set of indices and for every element p of E there is a subset V,(p) of E, called 
the voisinage of p of index &, satisfying the following axioms. (I) For every pand index 
&,pE V„(p), and for every pair of distinet elements p, q of Z there is an index & such 
that gV.(p). (II) For every pair of indices &, 8 there is an index y such that 
V,(p) < Valp) N V;(p) for every p. (III) For every index & there is an index ß such 
that pE& Vz(r), gE Vz(r)imply gE V,„(p). The topology defined by the V,(p) satisfies 
the first three axioms of Hausdorff and the separation axiom (Fr&chet): if pandyg 
are distinct elements of E there is a voisinage of p which does not contain q. The space 
is also completely regular. Metric spaces and topological groups admit this structure, 
called uniform. Spaces with uniform structure are simply uniform. Uniform conti- 
nuity is defined and completeness. A uniform space can always be completed in & 
manner essentially unique and uniformly continuous functions can be extended uni- 
quely to the completed space. Compact uniform spaces are studied in the third para- 
graph. A space is said to be uniformly locally compact if all the V(p) are compact 
for some &. The consequences of this notion are discussed in $4. The next paragraph 
is concerned with some properties of topological groups. Section 6 relates the theories 
of uniform structure and the theories of coverings. A class of coverings is regular if it 
defines a uniform structure. In the final section the author submits some reflections 
on the axioms of topology which may aid to distinguish between those which are 
primarily of historical or special interest and those which are truly fruitful. The set 
E?= ExE and its subsets V. composed of all pairs (p, q) such that gE V,„(p) form 
an ingenious aid to the exposition. E. W. Chittenden (Iowa City). 

Dieudonne, Jean: Sur les espaces uniformes eomplets. C. R. Acad. Sci., Paris 207, 
25—27 (1938). 

A topology T is said to be finer than a topology T’ if every voisinage of a point 
in T’ is a voisinage of the same point in T. A uniform structure U (cf. A. Weil, the 
prec. review) on a set E is finer than a structure U’ if every voisinage in U’ is a voisinage 
in U. A structure U on E is compatible with a topology T on E if the’topology deter- 
mined E by U is identical to T. This note is concerned ‚with the problem, can one 
provide a completely regular topological space with a uniform structure compatible 
with its topology for which the space is complete. It is stated that, if E can be given 
a uniform structure U such that in the space E obtained by completing E relative to U, 
then every point of E — E has a countable fundamental system of voisinages, it will 
follow that E admits a uniform structure U’ finer than U for which EZ is complete. 
The theorem applies if E is the sum of a countable family of compact sets. Every 
metric space can be given the uniform structure of a complete space. This structure 
is not in general metrisable. One cannot find a metric which completes a sub-space 
of the line (with the ordinary topology) of which the complement is countable. An 
example of Tychonoff [Math. Ann. 102, 553 (1930)] shows that not every completely 
regular space can be provided with the structure of a complete space. The preceding 
theorem does not apply to the closed subspaces of arbitary products of metric spaces. 
There are non-normal spaces which can be provided with the structure of a complete 
E. W. Chittenden (Iowa City). 


space. 


Mathematische Physik. 

Optik: | 

Rytov, S. M.: Sur la transition de l’optique ondulatoire ä Poptique g&omötri que, 
C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 18, 263—266 (1938). 

For the case of an homogeneous medium, Ignatowsky had investigated the step 

from wave optics to geometrical opties. The author completes this investigation for 

the case of an inhomogeneous medium. An interesting result is the law that the vec- 
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tors & and $ rorate around the ray in the case in which the ray is no plane curve, and 
this rotation is proportional to the torsion of the light ray. The author calculates at 
the end the rotation of the plane of polarization. M. Herzberger (Rochester, N. Y.). 
Synge, J. L.: The absolute optical instrument. Trans, Amer. Math. Soc. 44, 32—46 
1938). 
1 analysis of the famous problem of Caratheodory: Do anisotropic inhomo 
geneous optical systems exist, which give for each point of a finite region a sharp image ? 
If this question is answered in the affirmatiye, what laws govern this optieal image 
formation? Qaratheodory had proved (with the tacit assumption that the refractive 
index, as a function of space, has a certain degree of analyticity) that object and image 
must always have the same optical length. The author investigates necessary conditions 
for the validity of this law. He first proves that the components of the normal vectors 
(or with Hamilton, the vectors of normal slowness) in objeet and image space must 
be connected by a linear transformation with seefficients that might vary with the 
object points. This fact gives at once a connertion between the indicatrices of object 
and image space (surface of components according to Synge and Hamilton). This 
connection very much simplifies if we assume that the surfäces are central surfaces (?). 
In the latter case, the author verifies Caratheodory’s law. In the investigation of media 
with heterogeneous Fresnel surfaces, the author finds a possibility that corresponding 
normal vectors in object and image space have reciprocal optical lengths. In the final 
paragraph, the author repeats Caratheodory’s proof of his law, adding a missing link. 
M. Herzberger (Rochester, N. J.). 

Coulomb, J3.: Sur la th&orie des eaustiques. J. Phys. Radium, VII. s. 9, 178—184 
(1938). 

Der Verf. geht davon aus, daß man die Lichterscheinungen in der Nähe einer 
Kaustik auf zwei Weisen behandelt habe. Th. Young (z. B. Erklärung des überschüssi- 
gen Regenbogens. Misc. Works I, 185ff.) stellt fest, daß dort durch einen Punkt zwei 
Strahlen gehen, der eine vor, der andere nach seiner Berührung mit der Kaustik, und 
bestimmt die Helligkeit durch Interferenz (Phasensprung!). G. B. Airy [Cambr. 
Philos. Trans. 6, 379—402; 8, 595—600 (1838) = Pogg. Ann. Ergbd., 232—249 (1842)] 
behandelt die Frage vom Standpunkt der Beugung, als Fortsetzer wird J. Larmor 
erwähnt. Coulomh macht auf theoretische Bedenken aufmerksam. Er versucht, 
von der Form der Wellenfläche (oder der Kaustik) auszugehen. Er nimmt zunächst 
eine kreistörmige Kaustik an. 0 sei der Mittelpunkt, R der Halbmesser; A em beliebiger 
Punkt des Kreises. M sei ein Punkt in der Nähe, PM (P auf der Kaustik) ein Strahl, 
S die Spitze der zugehörigen Wellenfläche. C. bestimmt die Lichtwege der beiden 
Youngschen Strahlen, von der durch A gehenden Wellenfläche aus gerechnet. Ist 
AOP=6, POM = ß, so werden die Wege = R(® — B-Htgß), n=R(0+ß-tgß); 
dabei cosß = R/w, wo OP=w. Ferner gibt C. die Differentialgleichung für die 

. c 
Lichtfunktion % an; eine Lösung ist u, = I, |m. 7 ) . Hier ist I, eine 
Besselsche Funktion m-ter Ordnung. C. führt mehrere Näherungsdarstellungen an: 
die „gewöhnliche“, eine von Rayleigh und Debye und eine von V.Fock [dies. 
Zbl. 8, 259 (1934)]. Die letztgenannte stimme in gewissen Fällen mit einer älteren 
von Nicholson überein. (C. beruft sich auf G. N. Watson, A treatise on the theory 
of Bessel functions. Cambridge 1922.) Die drei Darstellungen führen der Reihe nach 
auf die Formeln der geometrischen Optik, auf die Formeln von Young und auf die von 
Airy und Larmor. Der Verf. gibt sodann den Entwurf einer allgemeinen Theorie 
(allerdings nimmt er, soviel ich verstehe, zylindrische Wellen an). Die Kaustik sei eine 
geschlossene, überall konvexe Kurve, analytisch und ohne Singularitäten. CO. geht 
auch hier von den Längen n, und n, aus, und zwar untersucht er die Kurven 
2F=n]—n,=const,2@=n,+N2= const. (Diese Kurven sind auch im Innern 
der Kaustik vorhanden, nur ist F dort imaginär, die Kaustik selbst ist die Kurve F = 0.) 
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Die Punkte können dann durch krummlinige Koordinaten F und @ dargestellt werden, 
diese Werte entsprechen ® und 9 im Sonderfall. C. gibt auch hier die Differential- 
gleichung und deutet an, wie man mit Hilfe der Fockschen Annäherung zu den Er- 
gebnissen von Airy und Larmor gelangen könne. Hans Boegehold (Jena). 


Quantentheorie: 

Land&, Alfred: Critical remarks on the interpretation of quantum theory. J. Frank- 
lin Inst. 226, 83—98 (1938). 

Eine sehr lesenswerte Darlegung der physikalischen Interpretation des quanten- 
mechanischen bzw. wellenmechanischen Formalismus, unter nachdrücklicher. Be- 
tonung und sorgfältiger Durchführung des Gesichtspunkts, daß die wellenmäßige und 
die korpuskelmäßige Interpretation im Sinne des Dualismus als gleichberechtigt auf- 
zufassen sind, aber jede für sich streng konsequent durchgeführt werden müssen, ohne 
unzulässige, zu scheinbaren Widersprüchen führende Vermischung. P. Jordan. 


Möglich, Friedrich: Spinphänomen und Randbedingungen. Z. Physik 110, 1—7 
(1938). 

Der Verf. zeigt eine eigentümliche Möglichkeit, das relativistische Wasserstoff- 
problem derart umzuformulieren, daß bei unveränderten Eigenwerten einerseits die 
Gestalt der Wellengleichung eine andere wird, andererseits die an die Wellenfunktionen 
gestellten Eindeutigkeitsbedingungen eine abgeänderte, aber doch physikalisch ver- 
nünftige Form erhalten. Während nach der bisherigen Theorie die Gleichung zweiter 
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lautet, wird sie jetzt: 
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P. Jordan (Rostock). 


Astrophysik. 


Vesean, Teofil T.: The cosmogonical problem of the annihilation of the sun’s mass, 
and the evolution of the planetary orbits. Ecole polytechn. Timisoara 8, 42—48 (1938). 

Unter der Annahme, daß für eine lange Zeit die durch die Ausstrahlung der Sonne 
bedingte Massenabnahme durch ein Exponentialgesetz darstellbar ist, wird eine Reihen- 
entwicklung für den Radius einer Planetenbahn als Funktion der Zeit angegeben. 
Der Einfluß der Massenabnahme des Zentralkörpers äußert sich — wie auch ohne 
Rechnung zu erwarten — in einer säkularen Zunahme der Planetenbahnradien. Der 
Betrag ist jedoch so gering, daß er durch Beobachtungen nicht festzustellen ist. Die 
Zulässigkeit des Exponentialgesetzes für die Abnahme der Sonnenmasse wird mittels 
der kosmogonischen Fixsterntheorien geprüft und bestätigt. H. Jung., 


Wildt, Rupert: On the state of matter in the interior of the planets. Astrophys. J. 
87, 508—516 (1938). 

The author critizes the recent theory of the internal constitution of the planets 
of Kothari [Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 96, 833 (1936); this Zbl. 15, 231]. Since 
very high pressures are required to bring matter into the degenerate state, the equation 
of state of degenerate matter cannot describe the configuration of white dwarfs near 
the surface. Only for sufficiently massive stars is the boundary layer negligible. With 
decreasing mass, the approximatiou of neglecting the boundary layer becomes invalid, 
and, as the author shows, the theory of Kothari becomes meaningless for masses 
even larger than that of Jupiter. The bulk of mass in the interior of the planets is 
in the ordinary condensed state; only the central parts of Jupiter and Saturn may 
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contain matter in a nearly degenerate state. This conclusion is drawn from the central 
pressures of the terrestrial planets, as calculated by J effreys, and the internal 
pressures of the giant planets, as calculated by the author in the present paper for 
& model consisting of a core, with a structure similar to that of the terrestrial planets, 
covered by a layer of ice aud a layer of solid hydrogen. The author finds that in this 
hydrogen layer conditions should be realized under which hydrogen should change 
to a metallic modification predieted by quantum mechanics. The author further 
shows that the condensation of ice VII (a modification recently discovered by Bridg- 
man) probably started before the temperature dropped to the critical value, and 
that it was probably finished before the critical point was reached. From this he 
concludes that on the giant planets there never was an ocean of depth comparable 
to the total mass of water present. Steensholt (Oslo). 

Tierey, Georges: Sur la distribution des temperatures & P’interieur des etoiles. 
Arch. Sci. Physiques etc. 20, 123—145 (1938). 

In the first sections of the paper the author gives an historical review of the 
investigations on the internal constitution of the stars. He discusses in particular 
the researches of Lane, See, Rudzki, Emden and Bialobrzeski, the work of 
the latter being particularly important, since he introduced, in 1913, the pressure 
of radiation into the equations of equilibrium. The work of Eddington and others 
is then discussed, and the fundamental formulae of the theory of polytropes are briefly 
summarized. The author then directs his attention to the problem of the equilibrium 
of the surface layers of the stars, which must be treated separately, apart from that 
of the equilibrium of the interior. The fundamental equations of the theory of radiative 
equilibrium are set up, and an approximate solution of them is found, which gives 
the distribution of temperature in the surface layers. Steensholt (Oslo). 

Weizsäcker, C. F. v.: Über Elementumwandlungen im Innern der Sterne. II. 
Physik. Z. 39, 633646 (1938). 

Subsequent developments in nuclear theory have rendered some of the main 
conclusions of Part I (this Zbl. 16, 186) very doubtful. The author now Trejects the idea 
that all the known nuclei have been built up from protons in the now existing stars, 
and inclines to the view that a variety of nuclei, other than protons, must have been 
present in the stars at the time of their birth. His reasons are first, that the original 
hypothesis leads to what appears to be too great an abundance of helium relative to 
metals, second, the difficulty of explaining the production of radioactive nuclei, third, 
the fact that his previous arguments about the Harkins rule now appear invalid. The 
author adheres to the view that stellar energy-generation is normally due to reactions 
between light nuclei, but finds it impossible to determine the precise reactions which 
are mainly responsible for it. He considers that recent work makes his previously 
suggested reaction-chain improbable, and that, if composite nuclei are present from 
the outset, it may not be necessary to postulate such autocatalytic reaction-cycles 
at all. (However he mentions in a footnote that it has since been shown that certain 
nuclei of mass 5 are stable; this result would restore the possible importance of these 
eycles.) Nevertheless cycles involving heavy nuclei as catalysts may then occur, and 
he shows that they may be used to explain the relative abundances of light nuclei. 
Different types of reaction-chains must predominate in dwarf-stars and giant-stars. 
The author suggests that a definite reaction-chain is characteristic of dwarfs, while 
ın glants reactions take place between nuclei lighter than those involved in this chain 
which does not operate until higher central temperatures are attained. Finally, if as 
RR author now contends, composite nuclei have always been present in the stars, 
a Ds must have occurred at a stage in the history of the universe before 
ee of the present stars, and he seeks to find eircumstances in which they might 

n present in thermodynamic equilibrium in suitable proportions. He gives 
some speeulations on this subject, and suggests that all the matter in the universe may 
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originally have formed a single great “star”, with a very high central temperature, 
in which the rate of energy-generation became so large that it led to an “explosion” 
of the whole system. W.H. McOCrea (Belfast). 

Sen, N. R.: Two elementary theorems on polytropes. Bull. Calcutta Math. Soc. 30, 
11—16 (1938). 

Bekanntlich sind die Lösungen der Polytropengleichung (Polytropenindex n) 

ö 2 
us: + 2/E* us + u”"—=0 gegenüber der Laneschen Transformation &= JE, 4% =41 "iu 

g 2 
invariant. Es ist bekannt, daß die. beiden Transformationsinvarianten u&r-1 und 
a+1 

—£r-1y:, als Funktionen von & betrachtet, für I<n<5 ein einfaches Maximum 
besitzen. Es wird ein analytischer Beweis hierfür gegeben und eine physikalische 
Interpretation der beiden mathematischen Theoreme formuliert. Bengt Strömgren. 

Futterer, Th.: Der Aufbau der planetarischen Nebel. Astron. Nachr. 266, 65—88 
(1938). 

Im‘ersten Abschnitt der Untersuchung wird das Ionisationsgleichgewicht in einem 
planetarischen Nebel untersucht. Es wird hierbei eine Dichteverteilung angesetzt, 
‚wie sie aus der Kontinuitätsgleichung der Materieausströmung vom Zentralstern folgt. 
‚Im zweiten Abschnitt wird der Bewegungszustand in einem vereinfachten Modell eines 
planetarischen Nebels diskutiert. Die Schwerebeschleunigung und die der kontinuier- 
lichen Absorption jenseits der Seriengrenzen entsprechende Strahlungskraft werden 
berücksichtigt. Verf. vergleicht die so erhaltenen Resultate mit den Beobachtungen 
über die Ausdehnung der Nebelbilder in den Linien verschiedener Elemente. Verf. 
schließt, daß die Anfangsgeschwindigkeiten für die verschiedenen Elemente verschieden 
sind, und versucht, dieses durch Betrachtung eines schematischen Modells des Aus- 
schleuderungsvorgangs verständlich zu machen. Schließlich werden eine Reihe physi- 
kalischer Parameter für planetarische Nebel aus Wasserstoff abgeleitet, indem die 
Dimensionen und die optische Tiefe des planetarischen Nebels festgehalten werden 
und Temperatur und absolute Helligkeit des Zentralsterns gemäß den Beobachtungs- 
werten dieser Größen varliert werden. Bengt Strömgren (Kopenhagen). 

Coutrez, Raymond: Sur la dynamique des n&buleuses spirales. Bull. Acad. Roy. 
Belg., V.s. 24, 451—473 (1938). 

Die Arbeit steht in engem gegenständlichem Zusammenhang mit den Unter- 
suchungen von Lindblad zur Theorie der Spiralstruktur der kosmischen Nebel und 
setzt voraus, daß diese Objekte eine Symmetrieebene besitzen und um eine dazu 
senkrechte Achse rotieren. Der Verf. geht aus von den Gleichungen der relativistischen 
Dynamik einer Flüssigkeit, wobei er einführt, daß Materie außer in kontinuierlicher 
” orteilung auch in zu Sternen konzentrierter Form vorhanden ist. Er untersucht, 
was für Wellen (welche Unstetigkeiten in gewissen das System charakterisierenden 
Funktionen bzw. ihren Ableitungen entsprechen) entstehen und sich ausbreiten können. 
Speziell wird der Fall der klassischen Mechanik behandelt. Es ergibt sich, daß die 
den Wellen zugeordneten Strahlen spiralförmige Kurven in Richtung der allgemeinen 
Rotation sind, die gleichzeitig als Bahnen der Materieteilchen in dem von den Wellen 
gestörten Gebiet auftreten. Bestimmte Lösungen der Wellengleichung liefern auch 
periodische Kondensationen in den Armen der Spiralnebel. Straßl (Göttingen). 

Lindblad, Bertil: On the existence of stellar systems in a quasi-steady state nf 
motion. Monthly Not. Roy. Astron. Soc. 98, 576—586 (1938). 

Verf. gibt bei einem typischen Stellarsystem einen mehr formelmäßigen Nach- 
weis für die Existenz eines als quasi-steady bezeichneten Bewegungszustandes, den 
er bereits früher [Stockholms Observatoriums Ann. 12, Nr. 4, 7 (1936)] definiert und 
als vorhanden nachgewiesen hat. Außer der Rotationssymmetrie wird in Analogie 
zu den Gleichgewichtsfiguren rotierender heterogener Flüssigkeiten auch Symmetrie 
zur invariablen Ebene festgestellt E. Hölder (Leipzig). 
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Smart, W. M., and $. Chandrasekhar: A method of deriving the constants of the 
veloeity ellipsoid from the observed radial speeds of the stars. Monthly Not. Roy. Astron. 
Soc. 98, 658—663 (1938). 

Es wird ein Verfahren entwickelt, das die Achsen des Geschwindigkeitsellipsoids 
unmittelbar aus den beobachteten Radialgeschwindigkeiten abzuleiten gestattet, so 
daß die Berechnung der pekuliaren Geschwindigkeiten vermieden werden kann. Zur 
Vereinfachung werden die aus der Erfahrung gewonnenen Annahmen eingeführt, daß 
die beiden kürzeren Achsen des Geschwindigkeitsellipsoids gleich sind und daß die 
längere Achse in der galaktischen Ebene liegt. Wempe (Jena). 

Moisseiev, N.: Sur P’hypothöse de Gylden-Moulton de P’origine de „Gegenschein“. 
V. Sur une eertaine loi de la distribution stationnaire des partieules interplanetaires. 
Astron. J. Soviet Union 15, 217—222 u. franz. Text 222—225 (1938) [Russisch]. 

Verf. geht von den räumlichen Bewegungsgleichungen des eingeschränkten Drei- 
körperproblems aus und bestimmt die mit diesen Gleichungen verträglichen stationären 
Verteilungen (ensembles im Sinne von Gibbs). Auf Grund der Hypothese, daß es 
außer dem Jacobischen Integral keine anderen, im großen eindeutigen Integrale der 
Bewegungsgleichungen gibt (oder vielmehr auf Grund einer schärferen ergodentheore- 
tischen Hypothese), ergibt sich, daß die räumliche Dichte der Verteilung von der 
Kräftefunktion U(z, y,z) allein abhängt, f(x, y,2) = F(U(x, y, 2)). Die Gestalt der 
Flächen gleicher Raumdichte läßt sich in keiner Weise mit der Form des Zodiakal- 
lichtes und des Gegenscheins in Einklang bringen. Verf. schließt daraus, daß bei dieser 
Erscheinung andere Kräfte als die Gravitation im Spiele sein müssen. E. Hopf. 


Relativitätstheorie. 


Chadenson, Lueien: Une me&canique ondulatoire completement relativiste. C. R. 
Acad. Sci., Paris 207, 213—215 (1938). 

The aim of the author is to construct a relativistic wave-mechanics, using the con- 
vention that the event x, y, 2, + ict is equally represented by &, y,2, — ict. J.L.Synge. 

Gilbert, C.: On the oceurrence of Milne’s systems of partieles in general relativity. 
Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 185—193 (1938). 

The author gives a description of Milne’s systems of particles in terms of general 
relativity. The space-time considered is 


de (fe _ (da + dp + d * 
(2) N & y" + dz ) (*) 
(where i, is a constant and x = t? — D)x?/c2), the geodesics of which correspond to the 
trajectories of free particles in Milne’s substratum. If n = the correspondence is 
exact and (*) is called the metric of the substratum. Moreover, with an appropriately 
chosen stationary and homogeneous particle-density, the (hydrodynamic) particle- 
and velocity-distributions are also the same as in Milne’s theory. — Using Walker’s 
generalized Boltzmann equations (this Zbl. 14, 87), the author next determines the 
space-velocity distribution for a statistical system of particles in the space-time (*). 
When n =# $ this function is determined but for a constant factor, but when n— 
it has the general form = oe RE 
of Milne’s theory. In the latter case, also, a statistical system of particles can be con- 
Structed having the same acceleration function as in the kinematic treatment. The 
observer’s proper-time is the same as Milne’s “Newtonian time”. It is therefore finally 
concluded that the substratum can be completely described by the space-time (*) 
(with n = 3) in accordance with general relativity. H. 8. Ruse (Southampton). 
Laboecetta, Letterio: La eurvatura dello spazio e le dimensioni limiti degli astri. 
Ric. Sci. progr. teen. econom. naz. 2, 33—37 (1938). 


